RESOLUCION TOTAL
DE
ECUACIONES
DIFERENCIALES

VOLUMEN I

FRANCISCO MONTES DE OCA PUZIO


www.FreeLibros.org

FRANCISCO MONTESDE OCA
PUZIO

ESCUELA SUPERIOR DEFISICAY
MATEMATICAS - (1971 -1975)
PROFESOR DE UPIICSA - (1976 — 1993)
PROFESOR DE ESIA - (199} —2007)
INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL

RESOLUCION TOTAL
_ DE .
ECUACIONES
DIFERENCIALES
VOLUMEN I

EDITORIAL b SKORPIO



NO ESTA PERMITIDA LA REPRODUCCEION TOTAI
O PARCIAL DE ESTE LIBRO, NI SU TRA TAMIENT(
INFORMATICO, NI LA TRANSMISION DE NINGUN/
FORMA, O POR CUALQUIER MEDIC, YA SE/
ELECTRONICO, MECANICO, U OTROS METODO!
SIN EL PERMISO PREVIO Y POR ESCRITO DE LO!
TITULARES DEL COPYRIGHT.

DERECHOS RESERVADQS ©
ISBN 970 -9901-06 - O

' DECIMOQUINTA EDICION
ENERO 2008

IMPRESO EN MEXICO - PRINTED IN MEXICO.



A MI MADRE
- JOSETA
ESENCIA EXCELSA
DE
AMOR.
v

SABIDURIA



MI FILOSOFIA

El ser humano es presencia ante toda esencia

que presente existencia.

Ef ensimismarse es contemplar (a luz y la sombra
de nuestro espintu.

La sabiduria consiste en no serjudas de
los pensamientos propios.

Ayudar a los seres que van a la deniva es
cuestion fundamental en (a vida.

Las esencias que emanan de &ﬁ&).rqﬁh, {a poesia y
la Gteratura, son ineludibles para el Universo
de la Ciencia.

- e la oscuridad y con mis propias palabras,
reflejadas en esta fumilde obra, he
venido en busca de la claridad.

FEXCORDE.



PROLOGO.

Una gama extensa de problemas esenciales
en matematicas, fisica, ingenieria de todo
tipo, quimica, economia, biologia, etc., se
describen mediante el uso de las ecuaciones
diferenciales. Es factibale que muchos
problemas de tecnologias que se presenten en
el futuro, también se describiran por medio de
las ecuaciones diferenciales.

Los problemas fisicos conducen a la
elaboracion de modelos matematicos. Esto
ha motivado intensamente el desarrollo de la
mayor parte de las matematicas y de manera
‘especial cuando se trata de las ecuaciones
diferenciales. Por esta razon, cuando se
estudia  esta materia es importante no
limitarse exclusivamente a la parte formal de
las matematicas, es decir, hay que analizar
paralelamente la relacion existente entre los
problemas de matematicas y de fisica.

Para obtener buenos conocimientos de esta
area trascendental, el estudiante debe conocer



ampliamente las teorias desarrolladas del
calculo diferencial e integral.

El analisis ha sido la prioridad dominante
de las matematicas durante los tres dltimos
siglos, y las ecuaciones diferenciales ocupan
un lugar preponderante. Constituyen el
objetivo natural del calculo elemental y la
porcion matematica mas importante para la
comprension de las ciencias fisicas. Es la
base de la mayoria de los conceptos y teorias
que conforman el andlisis superior en areas
tales como: series de potencias, series de
Fourier, funcién gamma y otras funciones
especiales, ecuaciones integrales, teoremas
de existencia, necesidad de justificacién
rigurosa de muchos problemas analiticos,
etc. |

FCO. MONTES DE OCA PUZIO.
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ECUACIONES DIFERENCIALES.

DEFINICION. Una ecuacién diferencial es la
ecuacion que contiene derivadas o diferenciales.
CLASIFICACION. Se clasifican de acuerdo con su
tipo, orden, grado y linealidad.
TIPOS.
(A) Ecuacion diferencial ordinaria.
(B) Ecuacién diferencial parcial.
ORDEN.

Es el indice de la derivada superior que se presente
en la ecuacion.
GRADO.

Es el exponente que acompaiia a Ia derivada de
mayor orden.

- LINEALIDAD.

Es lineal si tiene 1a forma -

a,(x)y™ +a, ,(x)y" 0 +. +a,(x)y+a,(x)y = £ (x)

PROPIEDADES.
(A) La variable dependiente y y todas sus derivadas
son de primer grado.
(B) Cada coeficiente depende solo de la variable
independiente x o pueden ser constantes.
Son no lineales las que no cumplen las

propiedades anteriores. -

A continuacién veremos algunos ejemplos que
satisfacen la definicién de ecuacién diferencial y, en
una misma tabla, sus clasificaciones respectivas.



(1 %:26"
y_ox . O
) o e os

3) x°y +xy'+y =0
4) yy'+x‘y=x
5 2.9%_
d2
(6) 2cbj+xg~xy—+(x2-—v2)y=0

o*v o*m
(7) "é;}f = k'V( anz )2

(8) (yp)?: __ytn+yn__y2 =0

©) y4y==
Y

(10) seny'+y=0
(1) y"+xyy'= senx
O’x %y
12) ¢? P =5
(13) xSyym__x2yyn+y____O

=C

3

(14) y"+2x’y'—(x - )y =xy?

ou Fu  x
(1 5) (m)z . ') i £

Ox +®f y
(16) xdy+ yde=0




17) y"-2y4y=0

3 2 ,
(18) xB%wx’z% +3x%+5y =e"

(19) yy"-2y'=x+1

3
(20) %%”2 )
EJEMPLO TI1PO ORDEN GRADO LINEAL
1 ORDINARIA 3 1 ST
2 PARCIAL 1 1 ST
3 ORDINARIA 2 1 ST
4 ORDINARIA 2 1 NO
5 PARCIAL 2 1 SI
6 ORDINARIA 2 1 ST
7 PARCIAL 4 1 NO
8 ORDINARIA 5 3 NO
9 ORDINARIA 1 1 NO
10 ORDINARIA 1 ? NO
11 ORDINARIA 2 1 NO
12 PARCIAL 5 1 SI
13 ORDINARIA 3 1 SI
14 ORDINARIA 2 1 NO
15 " PARCIAL 2 1 NO
16 ORDINARIA 3 1 SI
17 ORDINARIA 2 1 SI
18 ORDINARIA 3 1 SI
19 ORDINARIA 2 1 NO
20 ORDINARIA 3 1 NO




SOLUCIONES DE ECUACIONES
| DIFERENCIALES.

SOLUCION. Es una funcién que no conticne
derivadas o diferenciales y que satisface a la ecuacién
diferencial.

SOLUCION GENERAL. Es una funcin que
contiene una o mas constantes de integraciom
independientes y arbitrarias. Geométricamente, 1a
solucion general representa una familia de curvas.
SOLUCION PARTICULAR. Es una solucién que
puede obtenerse de la solucién general y serd una
funcién cuyas constantes arbitrarias toman un valor
especifico. . .

EJEMPLO. La funcion y =3x* +C,x+C, esuna
solucién general de la ecuacién diferencial y'=6
puesto que y'=6x+C, y y=6.

ECUACIONES DIFERENCIALES DE
PRIMER ORDEN Y PRIMER GRADO.

La forma general es
M(x,y)dx + N(K,Y)dy =0

donde My N son funciones que dependen de x yVy.
Analizaremos cuatro métodos que se emplean con
mucha frecuencia.



IABLES SEPARABLES.

Si una ecuacién diferencial de primer orden y

primer grado, puede escribirse en la forma
- M(x)dx + N(y)dy =0

en la cual M es funcién tnicamente de x y N es
funcién Unicamente de y, entomces se dice que las
variables son separables. La solucién general de la
ecuacion diferencial se obtiene mediante los métodos

usuales de la integracion
[ Mx)ax+ [Ny =C
donde C esuna constante arbitraria.

EJEMPLOS.
{1) Resolver la ecuacion
a x
@y
Demostracion.
Despejando
ydy = xdx
Con esto hemos separado las variables.
integramos
[yay=[xax+c
y = X, ;3
2 2
y =x*+C

la cual es la solucion general.

Ahora



VARIABLES SEPARABLES.

(2) Resolver la ecuacidn

3x? —2y3%-—-0

@

Demostracion.
Al multiplicar por dx quedan separadas las variables

3x’dx—2y’dy =0
[3x’ax- [2y'ay=C,

3 4
3x” 2y -
3 4
4
xs—%—:c1
2x’ —y*=C

(3) Resolver la ecuacion

xdy - (y+1dx=0
Demostracion.
Dividimos entre x

ay——l—t—!dxzo
x
ahora entre y +1




VARIABLES SEPARABLES.,

Hemos separado las variables. Integramos

j'y-i-l j‘;v::

In(y+)~Inx=InC
In(y+1)=InC+Inx
Porley de logaritmos
In(y+1)=InCx
y+1=Cx

(4) Resolver la ecuacién

(l+xz)%+xy20

Demostracion.

(1+x*)dy + xpdx =0
Dividimos cada término entre 1+ x>

ahora entre y
dy  xdx _
y 1+x
Hemos separado las variables. Integramos

[ lic




VARIABLES SEPARABLES.

=C

2x dx
Im_ 1+ x*

lny+—2—-1n(1+x2):lnC

I
Iny+In(1+x*)2 =InC
Inyvl+x* =InC
yNl+x* =C

(5) Resolver la ecuacion

X*(y +Ddx + y*(x - Ddy =0

Demostracion.
Dividimos cada término entre y +1

y+1
ahora entre x-1
' 2 2

Y
dx + =0
x~1 y+1dy

Hemos separado las variables. Integramos

j»-m——afr-i—




VARIABLES SEPARABLES.

Para resolver las integrales, primero hay que dividir
en cada caso

ferir—a+ [p-1+Hay=c,
: x-1 y+1

—;—x2+x+ln()c—-I)Jr-;:yz~~y+ln(y~!r1):C2
x* +y +2x -2y +2In(x -y +1)=C,

3 +2x+1+y2-—2y+1+21n(xw-1)(y+1)=C
(x+l)2+(y~+1)2+2}n(x—1)(y+1):C

(6) Resolver la ecuacion

L
e’ dx+x’ydy=0
Demostraciéon.
v , . 2
Dividimos cada término entre ¢’

2
cﬁx+xij dy =0
e
ahora entre x>
%— + yz dy=0
X e’

Hemos separado las variables. Integramos

J'x_zaﬁc+jye"y2dﬁv:C



VARIABLES SEPARABLES.

Jx? “5‘*% e (<2ydy)=C,

._..l_*;l_eﬂ” =C
x 2
-?1~H3”’2 =L
X

2

2+ xeﬁy = Cx
- (7) Resolver la ecuacién
COSXCOs y dx + senx seny dy = 0

Demostracion.
Dividimos cada término entre cosy

senx sen
cosxdx+———-———yajz:0

cos y
ahora entre senx
COSX seny .

dx + dy=0
senx cos y

Por trigonometria
cotxde+tanydy=0
Hemos separado las variables. Integramos

Icotxdr+jtanyczjz=€
In(senx)—In(cos y)=InC
In(senx)=InC +In(cos y)

10




VARIABLES SEPARABLES.

Insenx = lh C(cosy)

senx =(C cosy

(8) Resolver la ecuacion

av __ v
| dP P
Demostracion.
PdV =-VdpP
PAdV +VdP=0

dV+Ka'P:O
P

+
S
Hemos separado las variables. Integramos
d dP
Lk + J —=C
V P
InV+hP=InC

In(VP) = InC
VP=C

(9) Resolver la ecuacion

x'yy'=e

11



VARIABLES SEPARABLES.

Demostracion.
2 a_'}’ y

xy=-¢’=

&>
xX'ydy-e’dc=0

e}’
ydy - —dx =0

X
yeldy—-—=0

Hemos separado las variables. Integramos
J‘ye””aj/-——_[x'zdsz

La primera integral la resolvemos por el método de

integracion por partes

u=y dv=edy
du =dy v=—e”
en consecuencia

~ye‘y+jeyd);+l=C

X

—-ye'y-e*"+l=C
x

xe?(~y-D+1=C
x(y+1)=(Cx +1)e’

12



VARIABLES SEPARABLES.

(10) Resolver la ecuacidon

1+ y)dx+(1+x*)dy=0

Demostracion.
1 2
de+ 2% _gy=0
1+y
dx2+ ayz:()
1+x° 1+y

Hemos separado las variables. Integramos

dx d
'[1+x2 Jr-fl:;2 =k

arctanx +arctany =C

(11) Resolver la ecuacion

tan® ydy = sen’x dx
Demostracion.
Las variables estan separadas. Integramos

jtanzyaj/ = [ sen’xdx + Lo

J.(seczy ~1)dy = | sen*xsemcdx +C,
jseczyaj/ - Idy = -(1 — cos’x)senxdx +C,

tany — y = [ serxdx — Icoszx senx dx +C,

13



VARIABLES SEPARABLES.

cos’ x

tany—y=-cosx + + €5
3tany-3y=cos’x-3cosx+C
(12) Resolver la ecuacion

(1+x*)dy - x’ydx =0

y determinar la solucion particular en (1,2).

Demostracion.
2

il 4
cb/—l+x3dx::0
LS -
y 1+x°

Hemos separado las variables. Integramos

2
ji‘?ﬂ ~ _&=C
y “‘l+x

2
ji"}f—i B by
y 371+x

lny—-;e}n(1+x3)=C1

Blny=In(1+x*)+InC
Iny’ = nC1+x)

14



VARIABLES SEPARABLES.
¥ =00+

Siy=2 cuando x=1, setiene que

8=C(1+1)
8=20C
=4
en consecuencia
y3 =4(1+ x3)

(13) Resolver la ecuacién
2xyy' = 1+’

y determinar la solucién particular en (2 , 3).
Demostracion.
dy

2xy = =1+y
xyaﬁc &
2xydy = (1+ y*)dx

1+ y?
ydy=-"-7
2x

y 1
-dy =—dx
1+ y? b 2x
Hemos separado las variables. Integramos

dx

15




VARIABLES SEPARABLES.

I_,.__y__z_ —_—-—l ,ii_x_+cl
1+y 27 x

1 2yaﬁ;:11nx+cl
271+y

1 1
~In(1+y)=-Inx+C
2n( y°) an i

In(l+y*)=Inx+InC
In(1+3y*)=InCx
1+y* =Cx
y* =~14+Cx

S1 y=3 cuando x=2, se tiene que
9=-1+2C 26 =10
en consecuencia
¥ =85x-1
(14) Resolver la ecuaciéﬁ

dy

= xer

y determinar la solucion particular en (0 , 0).

16



VARIABLES SEPARABLES.

Demostracion.
2
dy =xe’e™ dx
d 2
D~ xe dx
e.V
_ e
e’dy=xe™ dx

Hemos separado las variables. Integramos
J.e'y dy = j.xe*xzcix +C,
Ie‘y dy =— lje*’”z (—2xdx) +C,
&)
1

o - :—-Ee +1

2e” =¢ +C
Si y =0 cuando x=0, se tiene que

2=1+C £
en consecuencia
2e”7 = e +1
(15) Resolver la ecuacién
cosydx+(1+e™*)senydy =0

y determinar solucion particular en (0, 7z/4).

17



VARIABLES SEPARABLES.

Demostracion.

d.‘x“ +senydy__:0
I1+e™* "cosy

Hemos separado las variables. Integramos

J- ax +J'36nya_‘y=C

1+e™ cosy
e* dx
+ |t =C
J‘e"‘(1+.¢'3"‘) J.anydy
=" dx
—In(cos y)=C
Ie"+l (cos )

In(e” +1)=In C +In(cos y)
In(e” +1)=1nC(cos y)
e* +1= C(1/secy)
secy(e” +D)=C

Si y= z/4 cuando x =0, setiene que
sec%(eo +)=C .. C=242

en consecuencia

secy(e* +1)=2+/2

es la solucion particular.

18



ECUACIONES DIFEREN CIALES
HOMOGENEAS.

Para establecer si una funcidn es homogénea o no,
hay que recordar el significado de grado de una
ecuacidon. En geometria analitica cuando se menciona
una ecuacion lineal, sabemos que es aquella ecuacién
de grado uno. Este grado se obtiene de la variable

f(x) =ax+Db
S1 estudiamos la ecuacion general dada por
ax’ + bx+c=0
sabemos que es de segundo grado, puesto que asi

nos lo indica el exponente mayor de la derivada
involucrada.

Posteriormente se vera que una ecuacion
diferencial lineal es de primer grado, siempre vy
cuando lo sea en una variable y en su derivada.

Abora el problema por analizar es cuando tenemos
un producto de dos variables o ma4s, con exponentes
iguales o diferentes. De aqui la pregunta: ;Qué grado
tiene una ecuacién de estd forma? El grado de un
producto se obtiene sumando los exponentes que
intervienen en las variables de dicho producto.
EJEMPLO. Seael producto: x°y
(a) Es una expresion de segundo grado en x.

(b) Es una expresion de primer grado en y.
(¢) Es una expresion de tercer gradoenxey.

19



EJEMPLO. Sea el polinomio
L x” - dxy + 8y’
€s una expresion matematica de segundo grado.
EJEMPLO. Sea el polinomio
x* y+ 7y’
es una expresion matematica de quinto grado.

Existe un criterio matemético de gran utilidad que
nos permite de una manera sencilla, determinar el
grado de uma ecuacidn. Dicho criterio es muy
importante puesto que no siempre es ficil calcular el
grado de una ecuacion a simple vista. Por otra parte,
si la ecuacién tiene el mismo grado en cada uno
de sus términos, se dice que es homogénea.‘
CRITERIO. Se dice que f{x,y) es una funcién

homogénea de grado n en x e y si se verifica la
igualdad

f(tx, ty) = t" f(x,y) o

para todos los valores de t, x, y.
El método consiste

(a) Dada una expresién que involucre a las variables
X ey, reemplazarlaspor x =tx vy y = ty.
(b) Factorizar a t. El exponente que aparezca en t,
nos indicaré el grado.
EJEMPLOS.

Demostrar que las expresiones siguientes son
homogéneas y determinar el grado.

qy [N =5t =3yt
J(ex,ty) = ()" - 3(x)ty) + 4(ty)?

20



=t’x* = 3t xy +41%y?
=t*(x* = 3xy +4y?)
=t f(x,y)
Cada uno de los términos tiene el mismo grado, lo

cual implica que es homogénea. El grado de este
polinomio es 2.

(2)
FGe,p)=x"y+7y’ B
F(0,5) = () () + 1Y = £*x*ty + 76y =
=x'y+7°y’ =P (x*y+7y%) =
=1 f(x,)

Homogénea y de grado 5.

(3)

F(x,p) =+x* = y* +xsen>
| ¥
£@59) = ()" = () +()sen

= tx% - +esen> = t(yJx* ~y* +xsen —)
k ¥
=1f(x,y)

Homogénea y de grado 1.

ad




TEOREMA. La ecuacién diferencial

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 ()
es homogénea en x e y, si M y N son funciones
homogéneas del mismo grado en sus variables x e y.
Para resolver este tipo de ecuaciones se requiere
hacer un cambio de variable y = vx o bien x = vy
con su respectiva diferencial. Esto nos conduciri a
una ecuacion diferencial de variables separables.
DEMOSTRACION. Consideremos la ecuacién
diferencial (I) con M y N siendo funciones
homogéneas de grado n. Entonces de (I) se sigue
que:

M N
M(x,y)= M%) wa:m%ﬂl

4

De (I) se obtiene que

dy  M(x,y)
&  N(x,y)
en consecuencia
b __ M) " M)
dx " N(tx,ty)  N(tx,ty)

para toda t. Para el caso especial de t = 1/x, se tiene
que -
@ MQ1,y/x)

dx N1,y/x)

Esta ultima ecuacién la podemos escribir de la
siguiente manera

) m

X

22



S1hacemos y =vx porlo tanto v =y/x y ademas

'Ey~=v+;nc¥c—1{1

dx
en consecuencia (IIT) queda como

v+x6—fv—=-F(v)
dx

v+xg—K+F(v)=O
dx

vadx +xdv+ F(v)dx = 0

[v+F(v)]dx+xdv=0
dx+ i =0
x Vv+F(®W)

Ahora tenemos las wvariables separadas, en
consecuencia podemos aplicar el método de
variables separables. Después de aplicarlo y obtener
la solucién, hay que cambiar a v por su wvalor
expresado en términos de x e y. Esto es facil puesto
que ya sabemos que v = y/x.

Un proceso similar se sigue para el caso de x = vy.

EJEMPLOS.

En los siguientes cjemplos, M y N siempre serén
homogéneos.

(1) Resolver la ecuacién

(x' = y*) e +3xy%dy = 0
Demostracion.

23




HOMOGENEAS.

Sustiyuyendo y =vx , dy = vdx + xdv obtenemos
(O = vy + x(v'x? ) (vde + xdv) = 0
X’dx — X’V + ¥v3dx + xVidv =0
simplificamos y dividimos cada término por x*
i +vidv =0
X
Hemos separado las variables. Integramos

I%— + J.vzdv =
3

lnx-ﬁ-l—)—:C'1
3

3Inx+v’ =C
Inx’+v* =C
Pero V:Z, por lo tanto
-

3
nx+Z =C
X

¥ =Cx-x’Inx’
es la solucion general.

(2) Resolver la ecuacion

O —x)dx+ x’dy =0

Demostracion.

24




HOMOGENEAS.

Sustiyuyendo y =vx , dy = vdx + xdv obtenemos
(*x* — x)dx + x*(vdx + xdv) = 0
x*Vide — x*vdx + x*vdx + X’dv =0
xVidx+xdv =0

—@ + i; =0
X v
Hemos separado las variables. Integramos
"«_dci + jv“z_a‘v =i
X
mx~l:C
%
Pero y= Y
X
=2 =p
B 4
(3) Resolver la ecuacion
(x=y)dy=(y-x)dx

Demostracion.

Sustituyendo y=vx , dy=vdx+xdv obtenemos
(x — wx)(vdx + xav) = (vx — x) dx
xvdb + x*dv — xvidx — x*vdv = xvdx — xdx

Simplificamos y dividimos cada término entre x -

25




HOMOGENEAS.

d—VvVdx+ xdv—xvdv =0
A-v)dx+(1-v)xdv=0
dc 1-v
+
¥ 11—
C#»f- % &
x (A-v)A+v)
dc dv
_...__+_._..,
x 1+v

dv=0

=
Hemos separado las variables. Integramos

L
X 1+v
Inx+In(1+v)=hC

Inx(1+v)=InC
x(1+v)=C

Pero v =

% |

x(1+ -—y—)=C
x

X+
x
x+y=C

x( y):C

es la solucion general.

26



HOMOGENEAS.

(4) Resolver la ecuacion
(" —)~ Y iy =0
Demostracién.

(<* = xp)dy + y*dc = 0
Sustituyendo y =wvx

(x* =) (vdx + xdv) + v x*dx = 0
x*vdx + x’dv - x*v?dx - x*vdv + x*vdx = 0
x*vdx + x’dv — x*vdv = 0
x*vdx +(1-v)x’dv =0

AP kW
B S ¥4

Hemos separado las variables. Integramos

jdx+ 1“’dv=C

X
dc rdv
J=+f =t
Inx+lnv-v=C_

Pero v=y/x
Y

, dy =vdx+ xdv obtenemos

nx+ln2-Y=¢c - Inx+lny-lnx-y/x=C

X x
xlny—y=Cx
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HOMOGENEAS.

(5) Resolver la ecuacion

xdy — ydx ~~|x* —y* dx =0
Demostracion.
Sustituyendo y=vx |, dy =vdx+ xdv obtenemos

x(vdx + xdv) — vxdx — \|x* =v*x* dx = 0
xvdx + x*dv — xvdx — x\1-v* dx = 0
xX’dv—x1-v? dx =0
xdv—-1-v* dx=0
dv  dx _

0
J— =

Hemos separado las variables. Integramos

j\/ld_vvz '_.[(iczc

arcsenv—Inx=InC

arcsenv = InCx
Pero v=y/x

arcsen - InCx
X

es la solucion general.
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HOMOGENEAS.

(6) Resolver la ecuacién

OV —xy—x*)de+xdy =0

Demostracion.
Sustituyendo y =vx | dy=vdx+ xdv obtenemos

(' x? —wx? — x*)dx + x*(vdx + xdv) = 0
xVidx — x*vdx - x%dx + x*vax + X*dv =0
XV —x dx +x*dv =0
(v —Dx’dx+ x*dv=0
dx N av

xr vi-1

=0

Hemos separado las variables. Integramos
dx dv
(% fmc
X V=]
La segunda integral la resolveremos por el método
de integracién de funciones racionales

1 __ A4 B _Av-D+B+l)

_— rree—

V-1 v+l v-1 v+D)v-1)
l1=Av—-A+Bv+B
l=v(A+B)-A+B
A+B=0 --()

—A+B=1 --(2)
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HOMOGENEAS.

De (1) tenemos A4 =-B . Sustituimos en (2)
~(-B)+B=1 . 2B=1 - =%

porlotanto A=- % |

en consecuencia

-“m—mf =C1
v+1

l
lnx“gln(V+1)+51n(V—l)=C,

lnx+llnf——1:(j

v+1
Pero y:K

2

lnx+"1-lnx =C,
Y
__+1 .
X
nx+sln2 "%
2 y+x
J =
¥+X

2,y —x
(y+x) 5

x*(y—x)=C(y +x)

:C1

lnx(

)lnC
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HOMOGENEAS.

() Resolver la ecuacion

2xpdx - (x* -y )dy =0

Demostracion.
Sustituyendo y=vx | dy=vdx+ xdv obtenemos
2x(vx)dx ~ (x* = v:x*)(vdx + xdv) = 0
2x*vdx — x™dx — > dv + x*vidx + xvidv = 0
x*vdx +x*V*dx — Xdv + x*vdy = 0
(v+ v )x’de + (v - 1)dv = 0
dx v -]

'——“+“*_‘—"“—-2—d1)=0
x  v(l+v%)

Hemos separado las variables, Integramos
add
j éx?-# J. d 11 dv={
X v(1+v?)

La segunda integral la resolveremos por €l método
de integracion de funciones racionales

vI+v?) v 1447 v(l+v?)

Vi —1= A4+ Av? + BV? +Cv=v(4+B)+Cv+ A4
de donde

A+B=1 C=0 A=-1 ., B=2

R | _A4 Bv+C _ A(1+v)+(Bv+C)
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HOMOGENEAS.

€n consecuencia

2vdy
I_“"- Il+v
Inx-Inv+In(»* +1)=InC
Inx+In(v* +1)=InC +Inv
Inx(v* +1)=InCv
x(V+1)=Cv

ko

Pero v==<

=

2

Wz +)=C)

y+x

(

)= C()
x +y2=C'x

(8) Resolver la ecuacion
dy=(Z-cse? )
X ;

Demostracion. |
Sustituyendo y=wx | dy=vdx+ xdv obtenemos

vdx + xdv = (v — csc? v)di
vdx + xdv = v — csc? vdx
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HOMOGENEAS.

xdv = —csc’ vdx
& d
csctv x

Hemos separado las variables. Integramos
Isenzdv :-—jé +C,
x

K—l.sen2v+lnx:C,
2 4

Pero v 4
x
*y———lsengu)-}—ﬂnx C,
2x 4 X
2y—xsen-¥2:y—+4x1nx:Cx
p .

(9) Resolver la ecuacion
(x+y)dy-ydc=0

y hallar la solucion partxcular en (0, 3).
Demostracion.

Sustituyendo y=vx , dy =vdx+ xdv obtenemos
(x + vx)(vdx + xdv) — vxdx = 0
xvdx + x*adv + xv’ab + x*dv — vxdx = 0
xvidx + (1 +v)x*dv =0
vide + (1 4+ v)xdv=0
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HOMOGENEAS.

dx 1+v

av=0

X v
Hemos separado las variables. Integramos

Icf+I1+2vdv:C

v

j%+jv‘2dv+"‘%£=(f

lnx——1w+lnv:C
v

-

Pero v==

o

lnx-£+ln£zC
y X

mx*£+My—mx=C

my*izC
¥
yhy—x=Cy

Si y =3 cuando x =0, entonces
3In3-0=3C C=0
en consecuencia '

ylny=x

es la solucién particular deseada.
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HOMOGENEAS.

(10) Resolver la ecuacion
(x+y)dx+(x-y)dy=0
y hallar Ia solucién particular en (2 , 0).

Demostracion.
Sustituyendo x=vy , dx=vdy + ydv obtenemos

Oy + y)(vdy + yadv) + (vy - y)dy =0
yvidy + y*vdv+ yvdy + y*dv + yvdy — ydy =0
vzajz+yvdv+vaj)+ydv_+vaj/—~ajz=0
vidy +2vdy — dy + yvdv + ydv =0
(V' +2v=1dy + (v +1)ydv =0

dy v+1
F 2
y vi+2v-1

dv=0

Hemos separado las variables. Integramos

v+l .« dy
J‘v2+2v-1du+-"_ﬂmc

u=v+2v-1
du=Q2v+2)dv=2(v+Ddv
ljZ(Hl)dv +jdy=C
Y

24 v* 42y -1
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HOMOGENEAS.

-:12—11'1(_1/'2 +2v-1)+lny=C,

In(v’ +2v—1)+2Iny=C
In(v* +2v—1)+Iny* =InC
Iny*(* +2v=1)=InC
y:OP +2v —1)¥C

| X
Pero v==—

x? | 2x
yz(——2+—~-1)=C
Y Yy
x* + 2xy — 2
»( y’?’ Yy=c

X +2xy-y*=C

Si y=10 cuando x =2, entonces

(2 +(2)2)(0)=C
C=4

en consecuencia
x*+2xy - y* =4

es la solucidn particular deseada.
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ECUACIONES DIFEREN CIALES
- EXACTAS.

La ecuacion diferencial

M(xy)dx + Nx,y)dy =0 @

se dice que es exacta si existe una ﬁmcmn F(x,y)
cuya diferencial total es
dF = Mdx + Ndy
En nuestro caso, (I) puede escribirse como
| dF =0
y en consecuencia si integramos su solucion es
F(x,y)=C

Por otra parte, para denominar completamente a
(I) como una ecuacién diferencial exacta, debe
verificarse la siguiente condicién importante

oM JN
y  Ox @
I)EMOSTRACION |
Supongamos que existe una funcion F(x,y) tal que
- dF = Mdx + Ndy 1)

Se conoce que una diferencial total de una funcion
F(x,y) esta dada por

OF = OF | |
dF = —dx+— 2
ox 5y dy )
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De (1) y (2) se tiene que

LL ey oF _ N
ox ay
€N consecuencia |
FF M OF N
Yk & &

Del calculo sabemos que

OF OF

Y xd
por consiguiente

oM 6N

oy " Ox

Asi hemos demostrado la primera parte, es decir,
para que (I) se le considere como exacta, es
necesario que (I) este satisfecha.

La segunda parte conmsiste en demostrar lo
contrario, esto es, si la condicién (II) se satisface,

entonces (I) es una ecuaclon diferencial exac‘ta Para
ello consideremos

F(x,y)= [ M(x,p)& + C(»)

donde la integral representa una integracién con
respecto a la variable x manteniendo a la variable y
como constante. Por otro lado, C(y) puede ser
considerada como la constante arbitraria de
integracion, la cual puede ser una funcién dey.
Ahora determinemos las derivadas parciales de F
con respecto a las variables x e y, considerando que
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éstas deben ser iguales a M y N respectivamente,
para que la ecuacidn diferencial (I) sea exacta.

) S 2 [ MGy p) = Mx.y)

> | O

&
a
y -
Ahora tenemos que determinar C(y). Debido a que
C(y) depende unicamente de y, se tiene que

dC dC

Jdy dy
por otra parte, se sabe que
oF

—— =N
3y (x,¥)

Sustituyendo en (II) las ecuaciones anteriores,
obtenemos

dc
&

De aqui puede determinarse C(y) por integraciéon con
la consideracién de que el miembro del lado derecho
sea mdependiente de x, o simbdlicamente, si

7 7
_{N(x,y)—g;jM(x,y)dr] =

(ry MG+ 20

= N(x, y)-~——_[M(x yyde

ox

-diferenciando se obtiene
7 7
—N(x,y) -— M(x,y) =0
pral Ly %y (x,5)
lo cual es cierto cuando (II) se comserva. Hemos

demostrado asi la suficiencia de la condicién (II).
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- De esta manera concluimos la demostracién del
teorema que dice lo siguiente:
TEOREMA.
oM N
y ox
son finciones continuas de x e v, entonces una
condicion necesaria y suficiente para que (I) sea una

ecuacmn diferencial exacta es que
oM é’N

oy " Ox
Al inici6 de este método se menciond que si existe
F(xy) tal que

Si M y Ny sus derivadas parciales

dF =Mdx +Ndy =0

la solucion puede ser obtenida por una integracion
j dF =0

o bien ._ |

F(x,y) =C

Entonces nuestro problema se reduce a buscar
F(xy). Para ello nos ayudaremos de la siguiente

regla, la cual se elabor6 a partir de la demostracion
del teorema anterior.

REGLA PARA RESOLVER UNA ECUACION
DIFERENCIAL EXACTA. __
(1) Verificar si se cumple la condicién de exactitud,
es decir si

M ON

oy Ox
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(2) Para determinar F(x,y) primero empleanios la
ecuacion

F(x,p)= [M(x,y)dx + C(y)
manteniendo y constante.

(3) Determinar i :
oy

(4) Igualar E;E = N(x,y) y calcular -Ei-g
X

ay
Integrando estd Ultima ecuacion, hallamos C(y).

(5) Sustituir el valor de C(y) en F(x,y), es decir, en
la ecuacion del paso mamero (2). Con esto la funcidn
F(x,y) esta completamente determinada. Este
resultado igualado a una constante arbitraria de
integracion es la solucion general.

(6) En el caso de que se pida determinar una
solucion particular hay que hallarla a partir de la
solucion general.

EJEMPLOS.

(1) Demostrar que
2xydx + (+x*)dy=0
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EXACTAS.

es exacta y determinar la solucion general.
Demostracion.

1) M(x,y)=2xy  N(x,y)=1+x’

= X Exacta.

2) F(x,y)= [Mxy)a+C)  y=ce

= [2xydx + C(3)
2x*y

+C(y)=x"y+C(y)

3) %— gy[xy-i-C(y)] x +5C(y)

(4) x*+ %C(y) =1+ x?

2

dy

dC=dy .  [dC=[dy
C)=y
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EXACTAS.

(5) Sustituimos en (2)
F(x,y)=x'y+C(y)=x"y+y
La solucidn general es

*y+y=C
(2) Resolver la ecuacion

3x(xy —2)dx + (¢ +2y)dy =0

Demaostracion.
(1) M(x,y)=3x"y—6x N(x,y)=x"+2y
M _ ;. ON .2
oy
M ON 3y’ Exacta
dy Ox

) F(xy)=[MEy)d+C») y=cte
= I(3x2y ~6x)dx +C(y)

:3x33y - 6;2 +C(»)=x"y-3x* +C(»)
(3) %z%[x3y~3x2+C(y)]
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EXACTAS.

d
=+ ZC(y
x+f 6%)

4) x +%C(y) =x +2y

g_g::
dy
dC =2ydy .. jdczzjydy

2
C)=27-=y"

2y

* (5) Sustituimos en (2)e igualamos a C (constante) para
obtener la solucién general.

Xy-3x*+3y*=C

(3) Resolver la ecuacion

e’dx +(xe” —2y)dy =0

Demostracion.
() M(x,y)=e>  N(x,y)=xe’ -2y
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EXACTAS.

M, ON

—=e — =e’
oy Ox

puesto que soniguales es exacta.

2) Fp)=[M(xy)dx+C(y) y=cte
= [e?dc+C(y) =xe’ +C(y)

3) ?; ;[xeY+C(y)]
d
=xe’ + 2.
xe +0§’ ()
4) xe”-i—%—z:ce”—-Zy
dC
R
&y ¥
dC=-2ydy .  [dC=-2[ydy

2
COY=-27-=-*

(5) Sustituimos en (2) eigualamos a C para obtener

la solucion general
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EXACTAS.

(4) Resolver la ecuacion

(2x* +5xy%)de + (5x*y - 2y*)dy = 0

Demostracion.
O M(x,y)=2x*+5x* N(x,y)=5x*y-2y*
oy ox

puesto que son iguales es exacta.

@) F(xy)=[Mxy)d+C(y) y=cte.

= j(zx2 +5x%)dx +C(y)
2y Sx y:
3 ; TCO)

€)

oF _ 6{2){3 L3y

5 Y +C(y)}=5x2y+~§)—-C(y)

(4) 5x2y+—c§— =5x’y - 2y*
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EXACTAS.

.,
0 I

& 14

ac =-2y'dy .. J'dC:-—ZI yidy
co)=- 2

5

(5) Sustituimos en (2) e igualamos a C, para obtener

la solucion general

2> 5x*y* 2y’
> - =L
3 2 5
20x* +75x°y* 12y’ =C

(5) Resolver la ecuacion

sec” xtan ydx + sec’ ytanxdy =0

Demostracion.
(1) M(x,y)=sec’xtany N(x,y)=sec’ ytanx
A
Lo sec’ xsec’y e sec’ xsec® y

puesto que son iguales es exacta.

2) F(xy)=[M(xy)d+C(y) y=cte
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EXACTAS.

:_[seczxtany+C(y)
=tanxtany + C(y)
(3) %y}i:-%[tanxtany%-(?(y)]
d
=t y+—C
anxsec y—!—dy (y)

(4) tanxsec’y .. tan xsec’ y
dy

dc

— =0 dC =0 C(y)=0
dy |

(5) Sustituimos en (2) e igualamos a C para obtener
la soluci6n general

tanxtan y =C
(6) Resolver la ecuacion
(' = 2xy + 6x)de + (-x* +2xy - 2)dy = 0

Demostracion.
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EXACTAS.
M) M(x,y)=y*-2xp+6x N(x,y)=—-x +2xy -2

%:2)}—217 QN_:Q,y-—Zx

oy %y

puesto que son iguales es exacta.

@ Fxy)=[Mxy)dx+C(y) y=cte
= [ =20y +6x)dx + C(y)
2 2x%y  6x?
= C
5.t )
=0y’ -x’y+3x* +C(y)

%)

—5 [xyzuxzy-lv-sz—}-C(y)]

—

0
3 i
®) oy
d
= 2xy %t o —
xnyrE )

(4) Zch—xzwL(f—zyC—‘:——x2 +2xy —2

ac _ -2 o dC=-2dy .. ij = “ZICb’

dy
Cy)=-2y
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EXACTAS.

(5) Sustituimos en (2) eigualamos a C para obtener
la soluci6n general

' —=x’y+3x* -2y=C
(7) Resolver la ecuacién

(x + ycosx)dx + senxdy = 0

Demostracion.

(1) M(x,y)=x+ycosx N(x, y) = senx
oM oN
—— = COSX — =C0SXx
oy - Ox

puesto que son iguales es exacta.

2) F(xp)=[M(x,p)dc+C(y) y=cte.
:I(x+ycosx)dx+C(y)

2

= %—i»ysenx +C(y)

(3) g = %[—J;—z+ysenx+C(y)J:senx+%C(y)

(4) senx+ e = senx
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EXACTAS.

—=0 . dC=0 - C(@)=0

(5) Sustituimos en (2) eigualamos a C, para obtener

la solucion general
2
X
ry + ysenx = C,

x* +2ysenx = C

- (8) Resolver la ecuacion

(1+e”)dx+2xe” dy =0

Demostracion.
1) M(x,y)=1+e”  N(x,y)=2xe¥
6_11/{ = 2e? @_J_ = 2e%
oy Ox

puesto que son iguales es exacta.

@) F(xy)=[M(x,y)d+C(y) y=cte
= [(+e™)ax +C(y)

=x+xe” + C(y)
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EXACTAS.

(3) % =~§;[x+xezy +C(y)]:2xezy +~5y—-C(y)

(4) 2xe” + & 2xe™t

dc _

g & d0=0 . Cl)=v
% )

(5) Sustituimos en (2)e igualamos a C para obtener

la solucion general

x+xe¥ =x(1+e*)=C
(9) Resolver la ecuacion

(c* ~x+y")dx+(-ye’ +2xp)dy =0

Demostracion.

) M=x*-x+y* N=-ye’+2xy
aM_,
oy ox

puesto que son iguales es exacta.

2) F(xy)=[M(xy)dx+C(k) y=cte
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EXACTAS.

= I(xz —x+y)dx+C(y)

x3 2

X 2 ¥
=—-——+xy" +C
s 5 )

® aFi["’;%wth@)}

o
d
= 2XJ’+EC(J’)
4 2xy +% =-ye” +2xy

dC
_:_yey
dy
dC =-ye’dy I dC =- I ye’dy

Empleamos el método de integracion por partes

U=y dv =e’dy
au =dy V=gt

=ye’ ~ [dy = ye’ —¢’ =’ (y- )
por lo tanto

CO)=-(-D=e"(1-y)
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EXACTAS.

(5) Sustituimos en (2) e igualamos a C, para obtener

la solucidn general

x3 2

X 2 y
———t+xy +(1-y)=C
iy e’(l-y)=C

2x° =3x* + 6x* +6e’(1-y)=C
(10) Resolver la ecuacion
(xcos’ y — seny)dx + x cos y(~xseny —1)dy = 0

Demostracién.
(1) M(x,y)=xcos’y— seny
N(x,y)=xcosy(—xseny —1)

=—x"seny cos y — xcos y

%ﬂ_]é = x[2cos y(—seny)]-— cosy

= —2XSenycosy —cosy
= cos y(—2xseny — 1)

oN |
> = —2Xxseny cos y —Cosy

= cos y(—2xserny —1)
puesto que son iguales es exacta
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EXACTAS.

@ F(xy)=[M@x)a+C(y)  y=cte
= f(x cos’y - seny)dx + C(y)

x? cos?

- xseny + C(y)

OF 0| x*cos®y
€) = [: - —xseny +C (y)}

y oy |
~—£Zcos (—seny) — xcos +1C0’)
=7 y y Y dy

" d
=—x"senycosy —xcos y + —C()
| dy
(4)

dl
~x"senycosy — xcosy + Eyg = —x’seny cosy — xcos y

dc _
dy

0

dC =0

C{y)=0
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EXACTAS.

(5) Sustituimos en (2)eigualamos a C, para obtener
la solucion general

x’cos® y

—xseny =C,
x* cos’ y —2xseny = C

(11) Resolver la ecuacion

@x’y* + Dae+ 3xy* - LHyay =0
x y

Demostracion.
1) M(x,y)=4x"y'+ }); N(x,y)=3x"y’ —31/-
puesto que

ZA; = Z‘Z =12x’y* .. Esexacta.
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EXACTAS.
@ fy)=[MExy)dy+Cl)  y=cte

= [@2y + Hacr )

=x'y’ +Inx+C(y)

3) %z%[x4y3+lnx+(?(y)]
d
:3 4_ 2 “”"”—C
X"y +afy 6))
4.2 dC 4.2 |
4) 3 b TV S
(4) 3x"y +ay Xy )
a__1
a y
dC = sl
y
dy
dc=-[%
fac - 4
C)=-lny

(5) Sustituimos en (2) eigualamos a C para obtener

la solucion general
xy +Inx-Ilny =x*)° simi=C
| Y
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EXACTAS.

(12) Resolver la ecuacion

2xy—1 .7 x+3y
dc+—=dy=0
Yy b <

y determinar la solucion particular siy=1 cuando

x=2.
Demostracion.

O ME,y)=22"1_ -

puesto que son iguales es exacta.

(@) F(x))=[M@xy)dc+CO)  y=cte.

=I(2x——)1:)c£x+C(y)

2
=Ex__f+c(y)
2y

=x* -2+ C(y)
b 4
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EXACTAS.

e
fac= [
C(y)=3Iny

(5) Sustituimos en (2) e igualamos a C para obtener
la solucion general

x2—£+3lny:C
Y

x’y—x+3ylny=Cy
Si y=1 cuando x =2, setiene que

2P1)-2+0=CQ) . C

il
&

29




EXACTAS.

En consecuencia
’y-x+3ylny=2y
X’y—x-2y+3ylny=0
es la solucion particular.

(13) Resolver la ecuacion
(4x—=2y+3)dc+ (5y—2x+7)dy =0

y determinar la solucion particular en (1 , 2).

Demostracion.

Q) M(x,y)=4x-2y+3
N(x,y)=5y-2x+17
M,

oy ox

2

puesto que son iguales es exacta.

2) Fy)=[M@Exy)dc+C(y) y=cte
= [(4x-2y +3)dx +C(p)

2
:i;‘_-z;g:+3x+C(y)

=2x* - 2xy +3x + C(y)
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EXACTAS.

@ L=2aw 2432400

oy oy
:-2x+g;c:(y) |

(4) —2x+i€:5y—2x+7
dy

g(Z:Sy+7

dy
dC=0By+7)dy

[dC=[(y+7)ay

(5) Sustituimos en (2) e igualamos a C, para obtener
la solucion general

2
2x2~2w+3x+%+7yzcl

4x* —4xy + 6x+5y° +14y=C
S1 y=2 cuando x =1, setiene que

4-4D2)+6+5(2)° +142)=C .. (C=50

en consecuencia
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EXACTAS.

4x* +5y° —4xy +6x+14y-50=0
es la solucidn particular.

(14) Resolver la ecuacion
(2xseny +2x +3ycosx)dx + (x* cos y + 3senx)dy = 0

y determinar la solucion particular si y = 0 cuando

/4
BB e

2
Demostracion.

(1) M(x,y)=2xseny+2x+3ycosx

N(x,y) = x*cosy + 3senx
=2xcosy+3cosx

=2xcosy+3cosx

Yy
oV
ox
puesto que son iguales es exacta.

2 F(x»)=[M@Ey)d+C(y) y=cte
% I(szeny +2x+3ycosx)dx+C(y)

2 2
i 2 ;eny + 2; +3ysenx+C(y)
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EXACTAS.

= x’seny + x” +3ysenx + C(y)

(3) %;— = g};[ ‘seny + x? +3ysenx+C(y)]

= x* cosy + 3senx + g~C(y)

(4) x*cosy +3senx + % = x*cosy + 3senx

& .

0 ..  dC=0 . C@H)=0
& )

(5) Sustituimos en (2) e igualamos a C para obtener
la solucién general

x’seny +x* +3ysenx =C

: V4 ;
St y=0 en x:—-zf-, se tiene que

7T \2 2 _ | ) -71'_2
(E) (0)-!—(5-) +0=C = 1

en consecuencia

2 2, 7’
x'seny +x* +3ysenx:~z—

es la solucion particular.
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EXACTAS.

(15) Resolver la ecuacion
(ye® — 3xe2y )b + (El):e?x ~3x’e” —e’)dy =0

y determinar la solucién particular en (1, 0).
Demostracion.

) M(x,y)= yez" ~3xe*”

N(x,y)=—e”* -3x%e¥ ¢’
%yﬁi{ = e* - 6xe?” oy e’* — 6xe”

puesto que son iguales es exacta.

) F(x,y)= j M(x,y)dx+C(y) y=cte
= J‘(_ye'z'1c —3xe””)dx + C(y)

e®  3x2e?
=t e Gl

(3) %{ gv[ e —%xze‘”’+C(y)]
1 2x 2 2y Rl
=t ~3x%e +dyC(y)
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EXACTAS.

(4) %e“ —3x’e¥ + - lezx —3x’e? — ¢’
ac __,
dy
dC =—e’ dy
_|' dC =~[e’dy
C(y)=-¢

(5) Sustituimos en (2) eigualamos a C, para obtener
la solucion general

1 2x 3 2 2y ¥y
—ye ™ ——xe” —e¥ =(C
zy 2 :

ye* —3x%e* —2¢” =C
St y=0 cuando x =1, setiene

0-3()-2()=C
-3-2=C
~-5=C
en consecuencia
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ye* =3x%*e? —2¢” +5=0
- que es la solucion particular deseada.

ECUACIONES DIFERENCIALES
LINEALES.

Una ecuacion diferencial lineal es una ecuacion de

primer grado en una de sus variables y en su
derivada.

Una ecuacion diferencial de la forma

dy

Ex—-+P(x)y§ x) D

€s una ecuacién diferencial lineal en y.
Una ecuacion diferencial de 1a forma

%+P(y)x= o) w

s una ecuacion diferencial lineal en x.
En este tipo de ecuaciones diferenciales, interviene
un factor de integracién que las satisface.
Cuando la ecuacién diferencial lineal es de la
forma (I), su factor de integracién es

eIP(x}dx
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Usaremos este factor para determinar la solucion

general de (I). El proceso es el siguiente: Primero
multiplicamos (I) por el factor de integracion

jP(;)a&cafy+ P )ej P(x)ax eIP(I)de(x)

o bien

ejp(x)mdy_i_yp(x)ejp(xmck _ eJ.P(x)‘kQ(x)dx

Ahora integramos

N [ej PO by 4 yP(x)e] P(x)*dx] 2} " Oyt +C

La mtegral indefinida o ﬁmcmn primitiva de la
integral que se ubica en el miembro izquierdo, se
obtiene directamente si observamos con cuidado su
contenido y a la vez recordamos la diferencial del
producto de dos funciones. Por consiguiente se tiene
que

yejP(.x)dx

Para comprobar que efectivamente esta es la fancién
primitiva, solo basta con diferenciar.
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Por lo tanto

L jef“’"" O(x)dx +C

despejamos a 'y
-[ Piryas IP(J):&
y=e fe Q(x)de +C

con esto hemos obtenido la solucién general de la
ecuacion diferencial lineal dada por (I).

Similarmente la ecuacién diferencial lineal (II),
tiene como factor de integracion

ej P(y)dy

cuya solucién general es

‘= e*IP(y)dy[J'eIPUWQ(y)dy+C]

Existe otro método para resolver una ecuacién
diferencial lineal. Nosotros sélo emplearemos el mis
conocido y es el que acabamos de describir.

Por ultimo, se dan unos resultados importantes.

Sus demostraciones pueden consultarse en un libro
de calculo.
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LINEAL.

: 1
e =x g = =—
e x

(1) Resolver la ecuacién

;@i +lxy=4x

dx
Demostracion.

P(x)=2x

IP(x)aSc-—-J'Zxcbc:%z—zxz

El factor de integracion es

P(x)dx  _2
eI =gt

La solucion general es

y=e* [J'4xe"‘2dx + C']
=e (2" + C)
=2+Ce™

(2) Resolver la ecuacion
y'+dy=x’

Demostracién.
P(x)=4
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LINEAL.

[Pr)a = [4dx = 4x

El factor de integracion es

P(x)ds
e'[ I gtx

La solucién general es
P o e“"[[x%“"dr +C ]
Por integracion por partes
u=x"  dv=e“dx
du=2xdx v= le‘"‘

4
por lo tanto

—4X 1 X 1 X
Y@ Tt w-~~ﬂJ.;wc.e4 dx+C]
4 27 |
nuevamente integracién por partes

u=x av =e*dx

l i
du=dx v=_¢%
. 4
se tiene que

y:e—4xl—21'_x2e4x__%xe4x+_3_1_2j€4x+C]:|

=t LI +Ce™
4 g8 3

32y =8x>-4x+1+Ce ™™
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LINEAL.

(3) Resolver la ecuacién

dy

- + =2+23c
e Y

Demostracion.

P(x)=1
fP(x)dx = jdx %

El factor de integracion es

ejP(x)afx — et

La solucion general es

y=e~ :j(z +2x)e"dx + C]
=e " j' 2e*dx + J. 2xe*dx+C ]
— i :2e" - Zf xe*dx +C ]

u=x dv=edx
du=dx ~ v=e"

=e” :26" +2(xe” ~ J-exdr) + C]
=e :2€I +2xe” —2e" + C]
=g :23&2’r +C ]
=2x+Ce™™

71




LINEAL.

(4) Resolver la ecuacion

2(y-4x*)dx+xdy=0

Demostracion.

cb)+%ydx——8xa§c:0

por lo tanto

72

b

djz+zydx=8xdx
x

dy 2

- —+-—y=8

dx xy *
P(x)zE

X
jP(x)dx=zji‘§;x2mx:1nx2

El factor de integracion es

P(x)dx 2
eI =e™* =x?

La solucion general es

y=x"2 :j‘xz(Sx)dx + C]

=x? w*+C}



LINEAL.

(5) Resolver la ecuacion

y'—y=e
Demostracién.
Plx)y=-1
'[P(x) = —Idfr =—x
El factor de integracion es

x

i g

La solucién general es
Y= e"“exe""dx + C]
=e*(x+C)

(6) Resolver la ecuacion
COsS X
— 4+ (senx)y = 2xe
E (senx)y

Demostracion.
P(x) = senx

[P()dx = [ semcds = - cosx
El factor de integracidn es

P{x)dx _
eI —e cos x
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LINEAL.

La solucion general es

¥ = e"““[j e‘°°”2xcosxdx+C]
-*-:e°°”‘[f2xdx+C]

=e***(x* +C)
(7) Resolver la ecuacion

xy'=y+x +3x* -2x

Demostracion.
Q—}—y =x*+3x-2
dc x
por lo tanto
Plapes=
X

IP(x)ctr:—jéE:—hlx
X
El factor de integracion es

P(x)dx  _ 1 _
ej’" :elnx_ .

La solucidén general es

Y= :J‘(Jc2 +3x—2)x 'dx + C]

.-.:x__[(x+3 —%)abHC}
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LINEAL.
§ e %x} +3x* —2xInx+Cx

(8) Resolver la ecuacion

x’dy+(y—2xy — 2x*)dx =0

Demostracioén.

_ 2
2222 4 g

X
Y Y2 ., _,
dx x?
por lo tanto
P(x)= = 3 .
| b
IP(x)dszl;zzxdxz jx-zcbc—zjif‘—-:—i-—lnx?
El factor de integracion es
i I '_l
R

23




LINEAL.

La solucion general es

—

1
1

y =xle* J-?,e _de+C
X

L —

1 [ 1 1
=x’e*|2e * +C:‘=2x2+Cx23"

l
=x*(2+Ce~)
(9) Resolver la ecuacion

Xy +(2-3x)y=x°

Demostracion.
dy 2-3x’
dx ’ x? y=1
por lo tanto
_ 2
Bl 4=3%
[ P(oyac = jz 3x” de=2[xdx-3[Eoo Ly
‘x X
El factor de mtegrac:lén es
fPwa - - ; 1
O e
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LINEAL.

La solucién general es

.. X e*
df 1 =L
=xe* ¢ < 4 C

1
] 3 I
=—x +(x’e*

(10) Resolver la ecuacion

dy

— +2y =sen3x
T 54

Demostracion.
Plx)=12
jp(x)dxz 2[dx =2x
El factor de integracion es
. fPexyax _ g2
La solucion general es
p=g [j e**sen3xdx + C]
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LINEAL.

Después de haber usado el método de integracion
por partes se tiene que

S 2¢**sen3x  3e™ cos3x o C
13 13

= i%(ZsenSx —-3cos3x) +Ce

(11) Resolver la ecuaciéon

xInxdy+(y-Inx)dc=0

Demostracién.
dp? 8% 0
xlnx
&y, ¥y 1_,
dx xlnx x
&, 1 1
dx xInx X
por lo tanto
P(x)=—>
xlnx
[PGo)c= | LI
xlnx
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LINEAL.

El factor de integracion es

P(x)dx
eI =P ®) —1n x

La solucion general es

- 1 1nxdx+c}
Inx|? x
1., 2
-4 18 JL'+Cl
Inx| 2
A
ylnx:ln x+C1

2ylnx=In*x+C

(12) Resolver la ecuacion
2(2xy +4y -3)dx+(x+2)’dy =0
Demostracion.

b _,

dxy +8y — 6+ (x +2)
xy+8y ( )dx
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LINEAL.

aj/+4y(x+2)_ 6
de (x+2)? (x+2)

ay 4 6

——

+
dx x+2'v (x+2)°

por lo tanto

| 4
Pla)rs oot
() x+2

[ P(x)a = 4]% = 41In(x +2) = In(x + 2)*

El factor de integracion es

JPOE _ ingeinyt (x+2)*

La solucion general es

6
(x+2)

__ L [ew+2y .,
C (x+2)* 3
2 &
= +
x+2 (x+2)*

2

y:(x+2)‘4[j(x+2)4 ctr+C}
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LINEAL.
(13) Resolver la ecuacion
2xdx = (x* + y)dx

y determinar la solucién particular en (1, 0).
Demostracion.

dy _x'+y
de  2x
de 1 x
| d 2x’ 2
por lo tanto
1
P(x)_——~2;

1
jP(x)dx: ———l—jﬁ = —-llnlenx ’
2% x 2

El factor de integracion es
1
P(x)dx "3 s
o =g"* "=y ?
La solucién general es

- Rl
P [Ix 2dx+C}

1 7
x%| 2x?
=2 |76
4 1
x ke
= 7+C]x2
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LINEAL.

1
7y = x* + Cx?
Si y=0 cuando x =1, se tiene que

700)=1* +C/1
C=-1

por lo tanto

1
Ty = x* — x?

es la solucibn particular.

(14) Resolver la ecuacion

%umy e o

donde m y C, son constantes.
Demostracion.

P(x)=-m
[P(x)e = ~[max = —mx

El factor de integracion es

—mXx

e_[P(x)dx —e
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LINEAL.

La solucidon general es

y=e [_J-e"’“Cie"“ dx + Cz]
=e™(Cix+C))

(15) Resolver la ecuacién
1+ cosx)% = senx(senx + senxcosx — y)

Demostracion.

1+cosx o = sen’x + sen*x cosx — y senx
e Yy

dy L Senx e sen’x + sen’x cosx
dx 1l+cosx 1+cosx
sen’x(1+ cosx) 5
= = sen’x
l1+cosx

por lo tanto

P(x):_semc
1+ cosx
se 1# 0SXx
P(x)= [ gy [T IHCOSY
1+cosx I +cosx 1+cosx
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LINEAL.

_ senx(1-cosx) dx"-j
J 1-cos’x

= .mdr:_[cscxdx—jcotxdx
J  senx

= In(csc x - cotx) — In(senx)

senx(1 - cosx)
sen’x

dx

El factor de infegracion es

P (x)dx 5 x
ej _ eln(cscx cot x)~In( senx)

. eln(csc x-cot x) e-*hx(senr)

=(cscx — cotx)
senx

1 cosx. 1
senx senx senx
1 cCosX
2. 2
sen‘x sen‘x
_l-cosx
sen’x

—

La solucion general es

2 r~
sen‘x 1—-cosx
- I —sen’x dx +C
1-cosx|’ sen‘x

= 5% [ foosdr+C]
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BERNOULLI.

2
e il [stenx-%C]
1-cosx

Pero

sen*x+cos*x=1

sen’*x =1-cos’ x = (1 - cosx)(1 + cosx)
por lo tanto

y =1+ cosx)(x —senx +C)

ECUACION DE BERNOULLL

La ecuaciéon de Bemoulli es de la forma

D 4 yP() =0 )
o bien
-n Q -n+l —
et P(x) = Q(x) an

Esta ecuacién puede convertirse en una ecuacién
diferencial lineal, si consideramos la transformacion

y= y—n-!-l
en consecuencia

2 ()=

d —~h+l
- e ")
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BERNOUILLL.
Derivamos implicitamente

av
a (I-n)y™ i

1 &  _ dy |
l—nc.b:_y dx | )

Sustituyendo en (II), se obtiene

T};% +vP(x) = O(x)

.g_ +v(1-n)P(x) = (1- n)O(x)

EJEMPLOS.

(1) Resolver la ecuacion

dy 3
e — ;y = yS
Demostracion.
Dividimos entre
3
-8 i il -4 oo 1
Y dx x Y
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BERNOULLL.

En este caso v=y™
Segun (I1I)

Sustituimos

Ahora es lineal en v

P(x)= ~1—x%

[P(x)x = 12I~G—Zx~2121nx=ln x'?
X

El factor de integracion es

P(x)dx 12
ej :elnx :xlz

La solucion general es

v=x"| [ ()ax+ (]

|
4
&t
o
Pl ey
A
o
Ry
| A ISR
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BERNOULLI.

V=- 4_x+ O ™
13
Pero v=y™* = ;1;
por lo tanto
14 __ 4x +Ox "
¥y 13

(2) Resolver la ecuacion

dy 2y

S Wy ¢ 8.

dc x Y x
Demostracion.

Dividimos entre y’

ady 2 5, 1
—— e — T i
Y dx xy x>
En este caso
sz‘2
Segun (1)
1 dv__,dy
1-3dc °
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BERNOULLL.

ldv_ dy
2 dx dx
Sustituimos
l1dv 2 1
e e + s el A
2dx x x
o bien
dv 4 2
dx x X
Ahora es linealen v
P(x)=-2
X

jP(x)dx = -4jé£ =—4lnx=-Inx"
x
El factor de integracion es
ejp(x)cix = e_lnx‘ = -1_ = x4
La solucion general es
4 4y &
v=1x [jx (——;)dx+C}
X

x* [-— 2jx‘7dx+ C]

it
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BERNOULLL

1

V=3—?+Cx4
X
1
e .
Perov=y"=—
por lo tanto
1
-“—i—: 12+Cx4
y° 3x

(3) Resolver la ecuacion
y'-y=xy
Demostracion.
& s
e =Xy

_sdy -4
i =X
Y , B 4

En este caso v=y™
Segun (III)
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BERNOULLL.

_lav sy
Ak~
Sustituimos -
1 dv
———— Y= X
4 dx
i +4v =~4x
dx
Ahora es lineal en v.
P(x)=4

[P(x)dx = 4[dx = 4x

El factor de integracidn es
eIP(x)ér _ ot
La solucién general es
Viezg Ue“ (—4x)dx + C']

= —4e % “xe“"dx + C]
Por el método de integracion por partes

u=Xx dv =e**dx

du = dx p=tet
4
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BERNOULLL.

Por lo tanto

4x
—Xxe | *Zje dx
:_l_xe4x ____}_84:
4 16

4
S
=-—x+—-+Ce
Perov:y“‘z}l—g
por lo tanto
-~13-=~1~~—x+Ce“4“
y 4
y4

T-—xy“ +Cyle ¥ =1
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ECUACIONES DIFERENCIALES
LINEALES DE ORDEN SUPERIOR.

En esta parte del curso, analizaremos varios
métodos de resolucion de ecuaciones dlferencmles
lmeales de orden mayor que 1. v

En la pagina 1 establecimos que la ecuacién
diferencial lineal de orden n se representa como

ayy” +ay"V+...+a,_y + any=f(x)

De esta forma podemos considerar varios tipos.
ECUACION DIFERENCIAL LINEAL CON
COEFICIENTES CONSTANTES.

() »'+3y=35
(2) y'+9y=2x+3
(3) 3" +6y=2e”
(4) y'"+8y' =senx
(5) ¥ +ay"-2y" 43y -y =x'e’
S1 f(x) = 0 recibe el nombre de ecuacién

diferencial homogénea. Si f(x) # 0 entonces se
trata de una ecuacién diferencial no homogénea.

1) y'+5y=0
(2) x3ynl_3yt=0
3) 3x9'"+2x)+5y=0
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ECUACION DIFERENCIAL LINEAL
HOMOGENEA CON COEFICIENTES
CONSTANTES.

1 y'-16y=0
(2) Y -=3y+2y=0
(3) 12y -=5y'-2y=0

4 yP-y=0

ECUACION DIFERENCIAL LINEAL
NO HOMOGENEA CON COEFICIENTES
CONSTANTES.

1D y'-3y'+2y=2¢"
(2) 4yn|_y;=4e-—x+cosx
(3) ylll _3yn+3yi _2y - 48x3e2x

ECUACION DIFERENCIAL LINEAL
- CON COEFICIENTES VARIABLES.

D y'-xy=0 Homogénea.

| (2) x*y"—2xy' -8y=0 Homogénea.
(3) ¥’y 499 +6y=0 Homogénea.
4) v"+y'=x No homogénea.
5) X’y -8y'=lnx No homogénea.
(6) 3x’y'" +13y = x*e* No homogénea.
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ECUACION DIFERENCIAL LINEAL
HOMOGENEA CON COEFICIENTES
CONSTANTES,

Consideremos la ecuacion diferencial lineal
homogénea con coeficientes constantes de segundo
orden

ay'+by' +ey =0

Si  hallamos dos soluciones linealmente
independientes, obtendremos la solucién general

formando simplemente una combinacién lineal de
ambas.

A la ecuacion diferencial anterior, se le asocia una
ecuacion algebraica que recibe el nombre de

ecuacion auxiliar o ecuacidén caracteristica la cual
es

am®* +bm+c =0
TIPO 1. Las raices de la ecuacion auxiliar son reales
y distintas
y=Ce™ +(C,e™

es solucion general de la ecuacidn diferencial.

TIPO II. Las raices de la ecuacion auxiliar son
reales e iguales
- my X nyx
y=Ce™" +C,xe

es solucién general de la ecuacion diferencial.

95



E.D.L.H. CON COEF. CONSTANTES.

TIPO III. Las raices de la ecuacion auxiliar son
complejas y conjugadas

y =e%(Csenbx + C, cosbx)

es solucion general de la ecuacion diferencial.
EJEMPLOS.

(1) Resolver la ecuacion
y=5y'+6y=0

Demostracion.
Ecuacién auxiliar : m* = 5m+6 =0
(m-2)m-3)=0 Soom=2, my=3

Las raices son reales y distintas.

Lasolucion generales: y =Ce** + C,e*™

(2) Resolver la ecuacidn diferencial
4y'"-12y'+5y=0

Demeostracion.
Ecuacion auxiliar - 4m* —12m+5=0
1 5 1 5
m-—)m--)=0 .. m=— _ m==
( 2)( 2) =5 2

La solucion general es :

1 5

y=Ce§x+Ce5x
1 2
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E.D.L.H. CON COEF. CONSTANTES.

(3) Resolver la ecuacidn

2" =5y"-y'+6y=0
Demostracion.
Ecuacion auxiliar : 2m” —Sm* -m+6=0"
Aplicamos division sintética. El término constante
es 6 y es divisible por 1, -1,2 2.3, -3.6 y —6.

"2 -5 -1 6 -1
-2 7 -6
2 -7 6 0

La ecuacién reducida es 2m?* - 7m+6 =0 de donde
3
3 m3 = 5

m,=2

La solucién general es

3
- —x 2x g
y=Ce~* +Ce” +Cse

(4) Resolver la ecuacion

y'=3y"—-y'+3y=0
Demostracion.
Ecuacién auxiliar : m’ —3m* -m+3=0
Aplicamos division sintética. El término constante
es 3y esdivisible por 1,—-1,3 y -3.
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E.D.L.H. CON COEF. CONSTANTES.

1 -3 -1 3
1 -2 3
1 -2 -~3 0

(m—=1)(m* -2m-3)=(m - D)(m+1)(m-3)=0
de donde

La solucion general es

- * -x 3x

(5) Resolver la ecuacién

Ay =8y -Ty"+11y'+6y =0
Demostracion. |
Ecuacion auxiliar : 4m* —8m® —7m* +11m+6 =0
Aplicamos division sintética. El término constante
es 6 y es divisible por 1,-1,2,-2,3 -3,6 y —6.

4 -8 -7 11 6 -1
-4 12 -5 -6
4 -12 5 6 0

en consecuencia
(m+1)(4nm’ - 12m? +5m + 6)=0

Aplicamos nuevamente division sintética.
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E.D.L.H. CON COEF. CONSTANTES.

4 ~-12 e’ 6 2
8 -8 =~
4 -4 -3 0

(m+1)(m—-2)(4m*> —4m-3) =0
por formula general

__4%16+38 _4+-/64 448
8 8 8
4+8 12 3 4-8 4 1

m, =—-—=

8 8 2

I

m =———=——=—

8 8 2

La solucion general es
— (o " 2x g 2"
y=Ce"+Ce”+Cie 2 +C,e

(6) Resolver la ecuacion diferencial
| y'=6y'+9y=0

Demostracion.
Ecuaci6n auxiliar m —6m+9=0
de donde (m—-3)m-3)=(m-3)=0

Raices reales e iguales m=3y m= 3
La solucién general es

_ 3x 3x
y=Ce* +Cyxe
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E.D.L.H. CON COEF. CONSTANTES.

(7) Resolver la ecuacién

y'"=-5y"+7y'-3y=0
Demostracion.
Ecuacion auxiliar : m® —Sm* +Tm—-3=0
Aplicamos division sintética. El término constante
es divisible porl,-1,3 y -3.

: | -5 7 =3 1 1
1 -4 3
1 -4 3 0

(m-1)(m* —4m+3) = (m-1)(m-1)(m~-3)=0
m =1 m, =1 m, =3
La solucion general es

_ x x 3x
y=Ce +C,xe* +C,e

(8) Resolver la ecuacion

4" + 4y" + y'=0
Demostracion,
Ecuacion auxiliar : 4m® +4m> +m =0

m3+m2+—’{’-=m(m2+m+~—l-)
4 4

:m(m+%)(m+%):0
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E.D.L.H. CON COEF. CONSTANTES.

m, =0 m,=—— m, =——

La solucién general es
1

1
y=C+Ce ?+Cxe ?

(9) Resolver la ecuacién
ylili + 2yill + yll:O

Demostracion.
Ecuacion auxiliar : m* + 2’ + m*> =0
m*(m’ +2m+1) =m*(m+D(m+1) =0
m=0 m,=0 my, =~1 m, =—1
La solucién general es
y=C+Cx+Ce™+C,xe”

(10) Resolver la ecuacion
yilll —_ zylli_7yll+20yl_12y:0

Demostracion.
Ecuacion auxiliar : m* —2m® = 7m®> + 20m-12=0

Aplicamos division sintética. El término constante es
divisible por1,-1,2,-2,3,-3,4,-4.6,-6,12, -12.
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E.D.L.H. CON COEF. CONSTANTES.

1 -2 -7 20 -12 ] 1
1 -1 -8 12
1 -1 -8 12 0

(m-1)(m* -m* -8m +12) =0
Nuevamente division sintética

1 -1 -8 12 -3
-3 +12 -12
1 -4 4 0

(m-1)(m+3)m*> —4m+4)=0
(m—1)(m+3)m—-2)(m-2)=0
m=1 m,=-3 my=2 m=2

La solucion general es

y=Ce" +Ce > +C,e™ + C,xe™

(11) Resolver la ecuacién

y'+y="0
Demostracion.

Ecuacién auxiliar - m*+1=0

m?* =—1 m=+~/—1 m=+i
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E.D.L.H. CON COEF. CONSTANTES.

Raices complejas y conjugadas.
Para esteejemplo: a=0 y b=1
Lasolucién general es

y =" (C,senx +C, cosx)

y=Csenx+C, cosx

(12) Resolver la ecuacién

y'—=4y' +13y=0
Demostraciéon.
Ecuacién auxiliar : m* —4m+13=0

o 4E16-52 _4+4-36 416
2 2 2
Paraestegjemplo: a=2 y b=3

213i

La solucion general es

y =e**(C,sen3x + C, cos3x)

(13) Resolver la ecuacién

yHr=3y" + 89"+ 13y=0
Demostracion.
Ecuacion auxiliar : »° —3m® +9m+13=0
Aplicamos divisién sintética. El término constante es
divisible por 1,-1,13 y —13.
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E.D.L.H. CON COEF. CONSTANTES.

1 -3 13 il
=1 4 =13
1 -4 13 0

(m+1D(m* —4m +13) =0
Las raices de la ecuacion de segundo grado las
calculamos en el ejemplo anterior.
La solucion general es

y=Ce™ +e”(C,sen3x + C, cos3x) .

(14) Resolver la ecuacion

yU=3y"+ 7y -5y=0
Demostracion,

Ecuacién auxiliar : n' —3m? +7Tm—-5=0
Aplicamos divisi6n sintética. El término constante es
divisible porl,—1, 5y —5.

1 -3 7 -3 1
S -2
1 =g 5

(m-1)(m* —2m+5)=0
Ahora calculamos las otras dos raices.
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E.D.L.H. CON COEF. CONSTANTES.
. 2444-20 _2++-16 _2+4i _

2 2 2
m, =1+2i my =1-2i

1+2i

Paraesteejemplo: a=1y b=2
La solucion general es

y=Ce" +e*(C,sen2x + C, cos2x)

(15) Resolver la ecuacion

y'"'+ 8y" +16y=0
Demostracion.
Ecuacién auxiliar : m* +8m” +16=0

L M+ +4)=0
Las raices son

m=2 my=-2i m=2 m=-2
Paraesteejemplo: a=0y b=2
La solucion general es
y=(C, +C,x)sen2x + (C, + C,x)cos2x

(16) Resolver la ecuacién
y"'— 4y' +29=0
y determinar la solucién particular en x=0, y=0
y y'=5.
Demostracion.
Ecuacion auxiliar : m* ~4m+29=0
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E.D.L.H. CON COEF. CONSTANTES.
_ 4++16-116 _ 2+~/-100 _ 4 +10i _
2

2 2
m =2 +5i m, =2-5i

2k54

Paraesteejemplo: a=2 y b=5
La solucién general es

y =Ce**senSx+C,e*™ cos5x

Solucion particular.
~Setiene y =0 para x=0
0=0+C, dedonde C,=0
por otro lado

3 y'=Ce**5cos5x + 2C1e2’sen5x -

—5C,e**senSx +2C,e** cos 5x
tenemos que y' =S5 para x =0
5=5C,+2C, pero C,=0

5C; =5 dedonde C, =1
la solucién particular deseada es

y =e"senS5x
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ECUACION DIFERENCIAL LINEAL
NO HOMOGENEA CON COEFICIENTES
CONSTANTES.

A partir de estos temas, desarrollaremos dos
métodos que permiten calcular la solucién general de
una ecuacion diferencial lineal no homogenea con
coeficientes constantes

La solucion general es
Y=XYety,

donde y, es la funcién complementaria la cual es
la soluciéon general que se obtiene de la ecuacidn
diferencial homogénea, esto es, si fix) =0 vy y, es

una solucién particular dela no homogénea.

Conocida la solucién y, por los métodos ya

descritos, el problema se reduce a determinar la
solucién particular y o

Los métodos para determinar la solucién particular
son: Coeficientes Indeterminados y Variacién de
Parametros.

En el volumen II de Ecuaciones Diferenciales,

ampliamos estos temas al tratar  Operadores
Diferenciales y Transformada de Laplace.
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COEFICIENTES INDETERMINADOS.

El método de variacion de pardmetros, también
conocido como método general, supone el cambio de
las constantes C, yC, de la solucion y, por

funciones de x. El método de coeficientes

indeterminados es mas sencillo y se emplea para

ciertos tipos de la funcién f{x). Esencialmente se usa
para tres formas de f{x):

f(x) ~—————— polinomio.

f(x) - exponencial.

f(x) - funcion trigonométrica.

f(x) ——mv combinaciones de las tres indicadas.

__ El método conmsiste en crear una solucién
particular similar a los términos de f{x). Ya teniendo
~ identificado esto, cada término de dicha solucién
particular debe estar acompafiado por un coeficiente
indeterminado los cuales representaremos por letras
mayusculas A, B, C,..., etc. El siguiente paso es
derivar esta solucién particular tantas veces como sea
el orden de la ecuacion diferencial dada vy el resultado
de cada derivada sustituirlo en ella. Lo anterior nos
conduce a obtener una identidad en la variable
independiente en la cual podemos igualar los
coeficientes de cada término y con ello formar un
sistema de ecuaciones lineales. La resolucion de este
sistema nos permite conocer los valores de los
coeficientes indeterminados.
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COEFICIENTES INDETERMINADOS.

FORMA DE | RAICES DE IA ECUA- | FORMA DE y,, PARA
£ (x) CION AUXILIAR. k = mdx(m,n)
) m, £0,41i=1,..,2 p.(x)
P (%) = - ~ =
alguna m, =0 X"pp, (%)

FORMA DE | RAICES DE IA ECUA- | FORMA DE ¥, PARA

£ (x) CION AUXILIAR. k = m&x(m,n) -
a no es raiz P (x) ™
B x) ™ a es raiz repetida xzprﬁ(x)eax

 z veces (de orden z)

FORMA DE f (x) : P_(x)cosbx .+ Q_(x)senbx

RAICES DE LA ECUACION FORMA DE yp PARA
AUXILIAR k = m&x (m,n)

+ ib no son raices pk_(k)coshx-qu(x) senhbx

) Z
+ ib son raices de| x°[

orden z +q, (x) senbx]

pk(x}cosbx *

FORMA DE £(x) : e [P_(x)coskx + Q (x)senkx]

RATCES DE IA ECUACION | FORMA DE y_ PARA
AUXILIAR. k = m&x (m,n)

a t ib no son raices | ™ [p, (x)coshx+q, (x) senbx]

a T ib son raices de xZe™® [pk (x)cosbx +

orden z + qk(_x)s_enbx]
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COEFICIENTES INDETERMINADOS.

Para la resolucion de ecuaciones diferenciales, nos
auxiliaremos de las tablas de la pagina anterior. La
primer tabla se aplica cuando tenemos que f{x) tiene
la forma de una constante o un polinomio que
depende de x. Hay que tomar muy en cuenta que tipo
de raices se obtienen de la solucién complementaria,
- para construir la solucién particular.

EJEMPLOS.

(1) Resolver

y'-y=38
Demostraciéon,
En este caso f{x) tiene la forma de una constante. En
cada caso primero hay que obtener la solucién
- general de la homogénea (funcién complementaria)

m —-1=0 (m+1m-1)=0 m=~1,m =1
Tenemos dos raices diferentes, por consiguiente '
y,=Ce ™ +C,e”

La solucion particular toma la forma de wma

constante.

y,=4 y=0 y"=0
Sustituimos estos valores en la ecuacién diferencial -
Y'-p=0-4=8 . A=-8 . y =-8
la solucion general es
| y=y,+y,=Ce™ +C,e" -8
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COEFICIENTES INDETERMINADOS.

(2) Resolver

V' ey =S
Demostracion.
m’ —4m* =0 m*(m-4)=0
m; =0 m, =0 m, =4

La solucion general de la funcién complementaria es
y,=C, +C,x+C,e*

En este ejemplo tenemos 2 raices cero, por lo tanto
se tiene que z = 2. Considerando esto, la solucién
particular se construye de la siguiente manera

y,=Ax* y'=24x y'=24 y"=0
Sustituimos estos valores en la ecuacién diferencial

5 5

Mo 4y=0-4(24) =5 A=-2 -y =-2x?

la solucion general es

y=C +Cx+C,e" ——%xg

(3) Resolver

y +H4y'+4y=2x+6
Demostracion.
En este caso f{x) tiene la forma de un polinomio.
Primero obtenemos la solucién general de la funcion
complementaria

m* +4m+4 =0 (m+2)* =0
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- COEFICIENTES INDETERMINADOS.

por lo tanto
y,=Ce™ +C,xe™
s€ propone como solucién particular
y,=Ax+B y'=A4 y'=0

Sustituimos estos valores en la ecuacién diferencial
Y'+4y'+4y=0+44+4(4Ax+B)=2x+6

4A+4Ax+4B=2x+6

4Ax+4A+4B=2x+6
Igualando coeficientes

4A =2
4A+4B=6
de donde
A=}- B=1
2
por consiguiente
1
Yp ="£JC+1

la solucion general es

1
y=Ce™ +C,xe™ +Ex+1

4) Resolver

Demostracion.

112



COEFICIENTES INDETERMINADOS.

m +m® =0 m'(m+1)=0
m, =0 m, =0 m, =—1
por lo tanto

Y, = C+Cx+Ce"

En este caso z = 2. Se propone como solu.clon
particular

y, =x*(Ax* + Bx + C) = Ax* +Bx3 +Cx?
y'=4A4Ax® +3Bx* + 2Cx
y'=12A4x* +6Bx+2C
y'"'=244x+6B
Sustituyendo
24Ax + 6B +12Ax* + 6 Bx + 2C = 8x”
12 A4x* + (244 +6B)x + 6B +2C = 8x’
Igualando coeficientes
1ZA =8
24A+6B=0
6B+2C =0
de donde
4=%2  B=-3 (=3
3 3
por consiguiente:
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COEFICIENTES INDETERMINADOS.

La solucién general es

y=C +C,x+C,e™” +—23~x“ —--géx:’ +8x”

(5) Resolver

YV'-6y'+9y=e¢"
Demostracion.
En este tipo de ejemplos es importante considerar el
coeficiente que acompaifia a la funcién exponencial,
en este caso se tiene k = 1. Si en las raices de la
ecuacion auxiliar aparecen estos coeficientes, hay que

tomarlos en cuenta en el momento de construir la
solucion particular.

m* -6m+9=0 (m-3)" =0
m, =3 m, =3 |
por lo tanto

y,=Ce” +C,xe*
Se propone como solucidn particular

y,= Ae* y'=Ae” Y'= Ae”
Sustituyendo
 Ae* —64e* +9A4e* =e*
1 1
44e* =e* . A== =—e*
| 4 i 4

la solucién general es

1
y=Ce” +C,xe* +Ze"
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COEFICIENTES INDETERMINADOS.

(6) Resolver |
y'=3y' -4y =30e*

Demostracion.

m' —3m-4=0 (m+1)(m-4)=0
m = -1 m, =4

por lo tanto

y,=Ce™ +Ce*
En este ejemplo k = 4 y m, =4, entonces
y, = Axe* |
y'= A(4xe™ +e**) = 4 Axe™ + Ae*
y'= A(16xe™ +4e* +4e**) = 16 4xe* +84e**
Sustituyendo |
16 Axe™ +8A4e* — 12 Axe® —34e** — 4 Axe® = 30e*

54e* =30e*
54 =30 A=6
entonces
y, =6x e

la solucion general es

-X 4x , 4x
y =C.e™ +C,e"™* +6xe

115



COEFICIENTES INDETERMINADOS.

(7) Determinar y, de

y"' + 4y =12 sen2x
Demostracmn

En este tipo de ejemplos nos ﬁJamos en el coeficiente

de la funcién trigonométrica para construir la
solucién particular. En este caso m = 2.

m +4=0 m =2i m, = —2i
donde a=0yb =
Como m = b = 2, entonces

¥, =x(Acos2x + Bsen 2x)

Y'=x(-2Asen2x +2Bcos2x) +(Acos2x + Bsen2x)

y'=x(—4Acos2x-4Bsen2x)—-4Asen2x — 4Bcos2x
Sustituyendo

—4Axcos2x —4Bxsen2x—4Asen2x +4Bcos2x +
+4Axcos2x +4Bxsen2x = 12sen2x

~4Asen2x+4Bcos2x = 12sen2x

Igualando coeficientes
~44 =12
4=-12__4
4
B=0
en consecuencia i

Y, = —3xcos2x
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VARIACION DE PARAMETROS.

La siguiente regla serd usada para resolver
ecuaciones diferenciales de la forma

ay" +by' +cy=g(x)
donde a, b y ¢ son constantes.
Si a = 1 aplicamos la regla de inmediato. Si ¢ %1
primero dividimos todo entre a para obtener
y'+ Py '+ Qy=f(x)
Hecho esto aplicamos la regla.
REGLA. -
1.- Determinar la funcién complementaria

Ye =) +¢6, ),

2.- Calcular el determinante (Wronskiano).

Y1 Ya

B Y2

3.- Hallar ', y #', mediante

051 €O N ¢

ETT -

4.- Obtener u, y u, usando integracion.
5.- La solucién particulares:  y, =uy, +u,y,.
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VARIACION DE PARAMETROS.

1.- Resolver
y'-4y'+3y=1

Demostracion.
(1) Ecuacion auxiliar
m —4m+3=0 .. (m-1)(m-3)=0

m=1 m,=3

_ X J3x
Y. =¢ € +¢c e

(2) Setiene que
yl s ex yp_ 55 eSx

R 4 ' 3x
yi=e y',=3e

por lo tanto
e’ g™ 4 .4 4
W = =3e"" —e™ =2e%
ex 3e3x
3)
3x
u!I:_ny(x)zh e4x “__]'_e—x
w 2e 2
utz_____ylf(x)z 84 ____le—fix
/4 2¢ 2
4)
1 1
=——\ledc=—e"
‘ 2j 2 .
| 7 | P |
i, = dx=—(~)| e (Ddx=—- -
=g Je vl =S e (=
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VARIACION DE PARAMETROS.

(5) La solucion particular es

La solucién general es

y=y.+y,=ce*+c,e” +—31;

2.- Resolver
Y'=5y"+ 6y=4e*
Demostracion.
(1) Ecuacion auxiliar
m' -5m+6=0" . (m-2)(m-3)=0

m, =2 m, =3
2 3x
Yy, =ce” +ce =gy, +c,y,
(2) Setiene que
2 3x
Yy =¢€ * Yy =¢€
yllzzebc y|2:3e3x
por lo tanto
32.1: e3x

2621‘ 3 631

W =

- 5x S5x __ S5x
=3¢ -2e" =e
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VARIACION DE PARAMETROS.

)
' ~ yzf(x) o e3x462x 4e5x ;

ul: W eSx == eSx :_4
Y G W i Gl
27 W - eSx - eSx - :
4)
u, =4[ dv = -4x

u, =4 J e dx=—4e"
(S) La solucién particular es
Yy =y, +u,y, = —4x(e’) — de e’ = —4xe® — 4™
La solucion general es
Y=Y, +Y, =ce” +c,e’ — 4xe™ — 4
=(c, —4)e™ +c,e” — 4xe™ = c ™ + c,e”" —4xe™
3.- Resolver
y' + y=tanx

Demostraciéon,
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VARIACION DE PARAMETROS.

(1) Ecuacion auxiliar
m +1=0 .. m=%+J/-1 .. m=4i

Y, =¢Senx +¢,Cosx =,y +C,Y,
(2) Setiene que

¥, = senx Y, = COSX

y,=cosx  y',=—senx
por lo tanto

senx COS X

W = = —$en’x — cos’ x

COSX —Senx

= — (sen’x + cos® x) = -1

3)
X cosxtanx
“'F““—-—yzj( )=- =cosxtanx
174 -1
TR »J (x) B e nieonii —senx tan x
- 24 -1
4)
u, = J-cosxtanxdx = Icosx Y dx= Jsenxdx =—-COoSX
| cos x
2 2
Sen‘x cos“x -1
u, :-Isenxtanxdx:—f- dx:—j—m-—-——dr
Cos X cos X
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VARIACION DE PARAMETROS.
= J(cosx —secx) dx = senx — In(sec x + tan x)

(5) La solucién particular es

yp :u}yl +u2y2
= —Cosxsenx -+ (senx - In(sec x + tanx))cosx

= —Cosxsenx + cosxsenx — cosxIn(sec x + tan x)
=—cosxin(sec x +tan x)

La solucion general es

Yy=Y.+tY,=csenx+c, cosx ~cosxIn(sec x + tanx)

4.- Resolver
y'=2y"'+ y=xe*cosx
Demostracion,
(1) Ecuacién auxiliar
m —2m+1=0 .. (m-1)>=0
m=1 m,=1
Y. =ce +cexe’ =cy +c,y,
(2) Setiene que

h=e  y,=xe
y,=e* yh=xe*+e"
por lo tanto
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VARIACION DE PARAMETROS.

[ X X

— ¢ x€ — 2x o 2x __ _2x
W = & yet ot =xe“" +e" —xe* =¢
(3) -
X xe*(xe* cosx
ut!:__%(_)z_ ( - ):_xZCosx
e
x) e“(xe*cosx
u'zzyljp;)z ( - )::xcosx
e
4)

u, = -Ixz cosxdx = —x’senx — 2xcos x + 2senx

u, = jxcosxdr: Xsenx + cosx

En ambas integrales se uso el método de
integracion por partes.

(5) La solucién particular es

Y, =UY +u,y, =€ (—x’senx — 2xcos x + 2senx) +
+ xe” (xsenx + cos x)
= —x’e*senx — 2xe" cos x + 2¢*senx + x’e* senx

+ xe* cosx = 2e*senx — xe* cosx
La solucion general es

Yy=Yy.+y,=ce" +c,xe’ +2e”senx — xe* cosx
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S.- Resolver

Demostracion.

Ecuacion auxiliar. |

1) m-1=0 (m=1}m+1)=0
m = -1 m, = 1

— X
Y. =ce +cze

(2) Setiene que

Yy =€ Y, =e
y|1=_e—x y'2=e
por lo tanto

e ” e’
W= _ =’ +e’=1+1=2

—e e

U

'lz - ny(x) = - ¢ (8)'=I"'— 4e”
w2
NI @,
/4 2

u

(%)
u = —4J'e’afr =—~4e”

U, = 4Ie"dx = —49""
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(5) La solucién particular es

Yy =y, +i,y, =(-4e")e”” +(- 4e_ﬂ )e’

=-4-4=-8
La solucion general es

y=y.+y, =ce " +c,e’ -8

6.- Resolver
y'+4y'+4y=2x+6
Demostracion.
(1) Ecuacion auxiliar
m +4m+4 =0 (m+2)* =0

m, = -2 m, = -2
P -2x —2x

(2) Setiene que

yl - 6—23 y2 e xewz.\'

y'=-2e7"
y,=x(-2e)+e>(1) = -2xe™ +e*
por lo tanto

6—23 xe—z:

W = -2x ~2 ~2x =
—2e -2xe " +e

=-2xe™* +e™ +2xe™ =e™*
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gt xe (2x+6) _ 2x’e™ +6xe™
1 e"‘h' 6-4.1'

= -2x’e** - 6xe™
. _ e (2x+6)  2xe™ +6e7

2
e"*x e—4x

= 2xe’* +6e*
(4)
—-2J.x2e2"abc
u=x*>  dv=ede

du = 2xdx V= lez"

2
= — L 2 2 1 2x — 2 ,2x 2x
= 2(~2fx e —2-2—jxe dx) = -x‘e +2-[xe dx

u

u=x dadv=e¥dx

du =dx v=-1—ez"
2

| 1 1
= _xzezx J3 ____erx i ezxﬁéf
G ~Jera)

. 1
=3t et 4 xgt® —— gt
2
-—6J‘xez’dx
Uu=Xx av = elxdx
1

du = dx y=—¢¥
23
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1 1 1 -
= —6(—xe®* ——|e¥ dx) = —6(—xe** ——e**)=
(Fxe™ = fe*a) = -6(

= _3xe? 4.2 g%

por lo tanto

S

1
u, =-x’e” +xe’ - —e>”

—3xe™ + 3 ¢
= —x?e? —2xe* +e**
U, = ijez’a!x + 6_"62‘dx
u=x dv=edx
du=dx v= —;-32"‘

1 1 1.,
= 2—=xe* - =] e*dx)+6(=)e**
(5 xe™ = feax)+6()

1 6 5
zxe‘.’x ___82.1 +_e?.x - xez: +___62.r

2 2
)

Yp =W, TU),

3 4
=(-x?e® -2xe* +e* )e ™ +(xe* +-é—e2" )xe2*

=-x’ =2x+1+x* +—S-x:ix+l
2 2

La solucion general es

—2x

1
y=y,+y,=ce” +cxe™ +-2—x+1
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7.- Resolver

y" -6y +9y ="

Demostracion.
(1) Ecuacién auxiliar
m’ —6m+9=0 (m-3)* =0

m, =3 m, =3
; Y. =ce” +c,xe*
(2) Setiene que

ylzeh Y, = xe™
Y'\=3e¥  y' =3xe’ 4>
por lo tanto
83.! xe?ox
W= gl gt gl 3xe®™ +e® - 3xe™ = &
(3)
e 2SE)__wee  xett
w g™ e®
W', = nJ(x) _ e”e” - e -2
W eﬁx eéx
(4)
U, = -Ixe'z’dx
u=x dv=e*dx
du = dx V=~ El-e'“
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X ~2x 1 ~2x Ix -2x Ix
={—e +— € +(——e¢ xée
Ge™ +e™)e” + (=~ e )xe™)
x X 1 x - x = 1 X
=—€ +—€ ——e = —¢
2 2 4

La solucion general es

y=y,+y,=ce” +c,xe” +-£li—e’
8.- Resolver
y'=-3y'—4y=30e""
Demostracion.
(1) Ecuacion auxiliar
m* -3m-4=0 (m+1)(m-4)=0
m, =-1 m, =4

y,=ce” +c,e™
(2) Setiene que

—x 4x

Y, =€ Y, =€

] -X i

y=-e y'a=4e”
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por lo tanto

e—x e4x
W= =4e™ +e* =5¢*
- 4e¥
(3)
, vf(x) e*30e* 30e™
u,=- = 3> T
W Se 5e
. nSf(x) e*30e”  30e™
u 2 - = 3 =t 3 = 6
W S5e”* S5e”
(4)
6
— S5x _— o p3x
u, = 6J-e dx = . e
u, = 6ja‘.’x = 6x
()

Ypy=u), tu,y,
=— —g-e”‘ (™) +6x(e**)

6
=——e* +6xe*
5
La soluciéon general es

_ 6
y=y,+y,=ce” +ce* +6xe* ——e*

130

- 6 g
ce™ +(c, -—S-)e“’ +6xe** =ce™ +c,e** +6xe*



9 .- Resolver

yn_4ys +4y=(x+1)82x

- Demostracion.
(1) Ecuacion auxliar
m' -4m+4 =0 (m-2)> =0

ml = m, = 2
2x 2x '
y.=¢e" +c,xe
(2) Setiene que
h=e* Py = Be™

yl1=282x y|2=x(262x)+e2x =2xe2.\' +e2x
por lo tanto

L 2x
e xe
w =l ) ry gy = 2x€M +e¥ —2xe® = ™
e 2xe™ +e
(3)
: xe** (x+1) 2" xie* + xe* ,
174 g = Y = - T =X —-X
€ e
. e** (x+1e** xe* +e*
H 2~ e4x = 843 =% +]‘
(4)

3 2
=[xt —xde = - -

2

=
il

2
(x+1)dx=%—-+x

R
il
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La solucién general es
3 2

. g X X
y=y,+y,=ce” +c,xe’ +(-E—-+—2——)ez"

10.- Resolver

y'+y=cosx
Demostracion.
(1) Ecuaci6n auxiliar

m* +1=0 m? = -1 m==+i
l=i m2=_—-i a=0 b=1
Y, =€, cosX +c, senx

(2) Setiene que

Y, =cosx y, =senx
| e
Yy =-—senx Y, = cosx
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por lo tanto |

COSX sen x " ;
W= = COS" x+sen‘x=1
—sen x COSX
(3)
b Seln X CoSX
u’1=—2}lf-¥(—-)-=— = —Sen X COSX
|74 1
X) COSX COosSx
ulzzylf()= :cos2x
W 1
(4)
sen® x

ulz—_.-senxcosxdxz—- Z

1 1
u, = Icoszx dx=—x+—sen2x
2 4
()
Y=y, tu,y,

sen’ x

1 1
cosx + (—2- x+ Zsen 2x)senx

sen® xcosx 1 1
= — +-2-xse11x +Z(Zsenxoosx) sen x

2
sen’ xcosx 1 sen’ xcosx 1
= - 2 +Exsenx+ 5 =—xsenx

La solucion general es

1
y=y,+y,=¢ cosx+c, senx-}-zxsenx
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11.- Resolver
4y" +36y =csc3x
Demostracion.
Dividimos cada término entre 4

y'+9y= icsc3x

(1) Ecuacién auxiliar. -
m +9=0 m*=-9 m=1+/20 =+3
m =3 m,=-3 a=0 b
Y. =¢ cos3x +c, sen3x

(2) Setiene que

Yy = c0s3x Y, =sen3x -
y'y=-3sen3x y', =3cos3x
por lo tanto
cos3x sen3x

= 3cos’ 3x+3sen’3x =3

~3sen3x 3cos3x

sen 3x 1 cse3x 2 sen 3x( )
g2, o e 4 4 sen3x” _ _ 1

3 a 3 12
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1
cos3x Z csec3x

. cos3x
H 2 = =
3 12 sen 3x
(4)
u =- i dx = — —1-x
12 12
1 gcos3x I 3cos3xdx
= 12J =] B
sen 3x 36 sen 3x
— ilnlsean]
| 36
(5)

Ypy=Uy, Ty,

1 1
= — —x c083x +—In|sen 3x|sen 3x
2 36 .

La solucion general es

y=y.ty,

1 1
= ¢, cos3x +c¢, sen3x — —xcos3x +§gsen 3x ln|sen 3x|

12.- Resolver
y'"+y=sec’x

Demostracion.
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(1) Ecuacién auxiliar
m +1=0 m*

= -] mz'_t-\j-—-l':.ij
m =i m, = —j a=0 b=1
Y. =¢ cosx+c, senx
(2) Setiene que
Y, = CO8Xx Y, =senx
y'i=-senx y',=cosx
por lo tanto
COSX sen x |
W= =cos’ x+sen’x =1
—senx COSX
(3)
: sen x sec? x ,
Py = =-—senxsec’ x
1
. cosxsec?x ,
u,= 1 =COSXsec” x
(4)
u1=-Jsenx sec’xdx:—'[senx = dx
cos“ x -
gl |
” COS Xx 1
=-ICOS 2xsellx€ﬁf=—-——-———-=—-—-—-—=—secx
-1 coSX
1 dx
uz=fcosxseczxdx=j'cosx - dfxzjl _
cos” x CosX

= _[secx dx = In(secx + tan x)
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%)
Yp=U), tu,y,

= (—sec x)cosx +In(sec x + tanx) sen x

= —8€CX

+ sen x In(sec x + tanx)
secx

= senxIn(secx + tanx) — 1
La solucion general es

¥ Y, Yy =

=€, CosXx +c¢, sen x +sen x In(sec x + tanx) - 1

13.- Resolver
y'=3y'+2y=e"senx
Demostracion.
(1) Ecuacion auxiliar
m' -3m+2=0 (m-1{m=-2)=0

m, =1 m, =2

- X 2x
Y. =¢¢€ +C-'2€

(2) Setiene que
n=e Fa F o
yllzex y|2=262x
por lo tanto
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x ix

W:e e =ze3x _e3x__e3x
e’ 2™
(3)
. e¥e*senx e senx
bl
e e
, e¢*senx e**senx _
Uy = ————=———— =¢ senx
€ e
(4)

u = —-Isenx dx = cosx

—x - 1 _ '
u, =je senxcbcx———z-e *(senx + cosx)

©)

Yy =y, vy,
| | "
= cosx(e*) — e *(senx +cosx)e’

1
=e" cosx — Ee" (senx +cosx)

La solucion general es
Y=Y +Y, =
s x 2x x 1 x 1 x
=ce’ +c,e” +e” cosx——e* senx ——e” cosx
. 2
1 1

=ce” +c,e** +—2—e’ cosx ——e* senx

1
=ce* +c,e* + Ee’ (cosx — sen x)

13 8 - _‘ . . h ‘\.
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El método de variacibn de parametros
también se emplea para resolver ecuaciones
diferenciales no homogéneas conocidas como
Ecuaciones de Cauchy — Euler. Las de segundo
orden son de la forma

2
fo +bx%+cy:g(x)

ax’

i i
erte s

0

)
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OBRAS DEL MISMO AUTOR

1.- RESOLUCION TOTAL DE ALGEBRA.

2.- RESOLUCION TOTAL DE TRIGONOMETRIA.

3.- LO FUNDAMENTAL EN ALGEBRA Y TRIGONOMETRIA.

4.- RESOLUCION TOTAL DE GEOMETRIA ANALITICA.

5.- RESOLUCION TOTAL DE 333 EJERCICIOS. (GUIA DE MATEMATICAS).
6.- RESOLUCION TOTAL DE FUNCIONES.

7.- RESOLUCION TOTAL DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL.
8.- RESOLUCION INTEGRA DE DERIVADAS E INTEGRALES.

9.- METODOS FUNDAMENTALES DE INTEGRACION.

10.- PROBLEMAS RESUELTOS DE CALCULO DIFERENCIAL.

11.- RESOLUCION TOTAL DE ECUACIONES DIFERENCIALES. VOL. L.
12.- RESOLUCION TOTAL DE ECUACIONES DIFERENCIALES. VOL. I1
13.- PROBLEMAS RESUELTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES.

14.. ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES.

15.- ECUACIONES DIFERENCIALES ESP. DE LA FISICA MATEMATICA.
16.- RESOLUCION TOTAL DE PROBABILIDAD Y ESTADISTICA. VOL. I.
17.- RESOLUCION TOTAL DE PROBABILIDAD Y ESTADISTICA. VOL. I
18.- PROBLEMAS RESUELTOS DE PROBABILIDAD.

19.- PROBLEMAS RESUELTOS DE ESTADISTICA.

20.- RESOLUCION TOTAL DE ALGEBRA LINEAL.

21.- RESOLUCION TOTAL DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.
22.- METODOS NUMERICOS. VOL. L

23.- METODOS NUMERICOS. VOL. II.

24.- RESOLUCION TOTAL DE ANALISIS VECTORIAL.

25.- PROBLEM AS RESUELTOS DE ANALISIS VECTORIAL.

26.- CALCUL/ ;, VARIAS VARIABLES.

27.- FUNCI¢ ~ "5 - “RIAS VARIABLES.
28.- FUND' “'ALISIS TENSORIAL.
29. RES’ ¢ OE METODOS MATEMATICOS. VOL. I.

30.- RESO»._ &/ /DE METODOS MATEMATICOS. VOL. II.
31.- SERIES Dx & Y PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE.
32.- RESOLUCION-. /AL DE VARIABLE COMPLEJA.

33.- FUNCION GAMMA.

34.- MATEMATICAS PARA FISICOS E INGENIEROS.

35.- RESOLUCION TOTAL DE MATEMATICAS DISCRETAS.

36.- INSTRUMENTOS DE UN LABORATORIO DE QUIMICA.

37.- TEORIA DE LA RELATIVIDAD. VOL. I.

38.- TEORIA DE LA RELATIVIDAD. VOL. IL | =B
39.- DICCIONARIO MATEMATICO. (INGLES - ESPANO] - |
40.- DICCIONARIO DE FISICA (INGLES - ESPANOL). | 2 3
41.- LA EDUCACION EN CONTRA DE LOS PROBLEMAS < |ALES.
42.- LAS 10 MALDICIONES. .,
43.- CANCION, POESIA, VERSO. '| -
P ]

44.- SOBRE LAS ALAS DEL ALMA. e
45.- HISTORIA DE MIS LIBROS.

46.- ESENCIAS Y EXPERIENCIAS FiSICO - MATEMATICAS.
47.- HISTORIA Y MATEMATICAS.

48.- ESENCIA EXCELSA MI MADRE JOSEFA.

49.- HOMBRE SIN NOMBRE.

50.- MIS CANCIONES A MI TIERRA MEXICANA.

51.- BREVIARIO MULTICOLOR.

52.- MIS ADVERSIDADES COMO ESCRITOR Y EDITOR.



